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SUR LES 


GROUPES DE MATRICES LINÉAIRES 
NON INVERTIBLES. 


INTRODUCTION. 


Les groupes linéaires n-aires (c’est-à-dire constitués par 
des matrices z-aires) ont déjà donné lieu à des recherches 
extrèmement importantes, qui sont beaucoup trop connues 
pour avoir besoin d’être rappelées ici. Mais on s’est occupé 
surtout des groupes ordinaires, où chaque matrice est inver- 
tible, ayant son déterminant différent de zéro, c’est-à-dire 
son rang égal à son ordre n. 

Dans le présent travail, on s’est affranchi de cette res- 
triction. On a étudié les groupes G à rang variable, où les 
diverses matrices ont des rangs quelconques et ne sont pas, 
en général, invertbles. 

IL va sans dire que le problème est encore plus vaste que 
pour les groupes ordinaires, lesquels sont un cas parüculier 
des groupes G. Je n'apporte pas, bien entendu, la solution 
complète du problème. On a seulement établi quelques pro- 
positions générales et construit quelques groupes G parti- 
culiers. 

Il est fait usage d’une terminologie géométrique spéciale, 
assez commode pour résumer et condenser les faits al 
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briques. Cette terminologie a été exposée, avec tout le détail 
nécessaire, dans une autre publication Sur les coordonnées 
pläckériennes de droite dans un espace à n —1 dimen- 
sions (J. E. P., 2° série, Cahier n° 41, p. 109). 

Voici les principales propositions auxquelles je suis par- 
venu. 

Soient pour un groupe 6 : 


e, un entier quelconque, 0o£p£n; 

G,, le système constitué par celles des matrices de 6, dont 
le rang ne dépasse pas p; 

S, une matrice prise à volonté dans G,; 

T, une matrice prise à volonté dans G. 


I. G, est un groupe qui contient les produits TS et ST. 


Si r est le rang minimum des matrices de 6, le groupe 
G = G, sera le noyau de G. Le noyau existe toujours, mais 
se réduit éventuellement, pour r = 0, à la seule matrice zéro. 

Le présent Mémoire est consacré aux groupes 6, à 
noyau G, où r > 0. 

Voici leurs principales propriétés : 


II. Toute matrice À de GO peut se mettre sous la forme 


a Œ Co 
A = () 
à Re 7) 
Loi Or A2 A2 


a = matrice 7-aire, AE ZCN 
&y= matrice (n — r)-aire de rang &; 
“2 tableau à 7 lignes et x — r colonnes; 


a = tableau à » — r ligneset 7r colonnes. 


Bang de ÀA=w +r. 


(1) J'entends par cette notatiun que, par exemple, le tableau «ax (pro- 
duit par la matrice r-aire a du tableau #,,) est constitué, dans la matrice A, 
par les » — 7 derniers Sléments de chacune des r premières lignes, etc. 
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Le cas a,,—0 fournit le noyau G lui-méme. 
On écrira symboliquement 


A—(a, Œi2s Lai) A2); 
et, pour une matrice du noyau, 
(a, 12» C1) 0) — (a, 12) C1). 
HI. On a la formule de multiplication 


(b, Bi2 B21; DEN er a) CG; Y12» Yon C2) 


avec 
C— b6 a, Co = Vo! Go, 
Via = io (a) B12a%, 
= Pre Vx20 (b0) 
ou 
e,—= r-aire unité, En-r—= (nr —7r)-aire unité; 
0e; Pr QE Eee C1 B12 > 


1120, 061220) MAC NIMIEZCS 


On a aussi le cas particulier, pour la multiplication des 
matrices du noyau, 


(b, Bas Bi2) (&, Guy, 12) = (da, 2, Bi). 


Sont étudiés d’abord les groupes G, qui se confondent avec 
leur noyau G. Cela revient à étudier les groupes n-aires G, à 
rang fixe 7, r << n. 

Une matrice À d’un pareil groupe G s'écrit, en vertu de 
ctiBprécede (aid), AG, T—\ 0, 10,2, Où 


a) = matrice r-aire | a, | <0, 
uç—= tableau à r lignes et à » — r colonnes. 


#7 — tableau à » — r lignes et à r colonnes. 


IV. Les matrices de G qui admettent un u, (un +.) donné 
forment un groupe g, (un groupe h.), contenu dans G. 
Les matrices communes à get à h. forment un groupe G;+. 
Ce dernier est isomorphe, sans hémiédrie, à un groupe V., 


r-atre, ordinaire. 


n SUR LES GROUPES DE MATRICES LINÉAIRES 


En général, G, G,., F- contiennent une infinité de ma- 
trices. [IL semble difficile de pousser létude de G plus loin 
que le théorème IV, sans s'engager dans la théorie des 
ensembles (Kantor, etc.). Voici toutefois un cas particulier, 
assez étendu du reste, où la solution est complète. 


V. Lorsque chaque groupe V. a ses matrices r-aires 
disposées deux à deux comme inverses l’une de l’autre, 
alors toutes les matrices de G sont fournies par la formule 


unique 
(CMS) lo ota=OND;,.20) 


(où d—=e,, U =? —0). Les r-aires a, engendrent un 
groupe V, qui coïncide avec chacun des TV... Le même 
groupe F contient toutes les r-aires 


(1) CU Vr— Ur: 


Une fois le groupe V choisi, on peut prendre les t 
bleaux u, et v, à volonté, de façon toutefois à satisfen 
à l’unique condition (x). 


VI. Le théorème V a lieu pour les groupes G d’ort 
Jin Q = wpq. Alors 


DONNE T0, LCR GSUT 


A0 One 


Les pq matrices r-aires 0. sont comprises parmi les © m. 
LI'iCeS @. 


Voici maintenant un résultat relatif aux groupes 6 qui n 
se confondent pas avec leur noyau G.. 


VII. Soient 


Gr Co A2) 


une malrice arbitraire de G et À la matrice obtenue en 


CT 
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desantidans Na. — 0), 
db — (4, Lis, An). 


Si le noyau satisfait au théorème V, la matrice À elle- 
même figure au noyau. La construction de € se ramène 
à celle du noyau. 


J'espère, dans une publication ultérieure, revenir sur la 
construction effective des groupes G, à noyau G. Pour le 
moment, on se contente d'étudier quelques groupes 6, dé- 
finis par certaines sujétions arbitraires choisies «4 priort. 

Si À et B sont deux matrices, avec | A | =£ 0, la matrice C, 


telle que 
CHABA Gr MAGEEN 


est, comme on sait, la transformée de B par A. La relation 
AC=—BA permet de conserver ce nom à C, même si |A lo 
Seulement la transformée C, éventuellement, manque ou est 
indéterminée. 

Soient : 


IH, un groupe; 
B, une matrice prise à volonté dans H ; 
A, une matrice quelconque. 


S1 H contient au moins une matrice C, telle que AC — BA, 
on dira que « le groupe H est permutable à la matrice À ». 
H est permutable à lui-méme s'il est permutable à chacune 
de ses matrices. 


VII. Tout groupe G, qui possède un noyau G et est 


permutable à lui-même, est composé, pour un choix conve- 
nable de variables, de matrices 


Dans chaque matrice, les 2 — r dernières lignes ont leurs 
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r premières colonnes composées de zéros. Suivant une locu- 
tion consacrée, le groupe G est réductible. 


IX. Tout groupe ©, dont le noyau G, sans être permu- 
table à soi-même, est permutable à toute matrice de 6, 
extérieure à G, est semblable à un groupe où, dans 
chague matrice, les k dernières lignes, |k£n—r|, ont 
leurs r premières colonnes composées de zéros. Pour les 
matrices de G elles-mêmes, les k dernières lignes sont 
composées de zéros. | 


Le cas particulier k— n — r ramène au théorème précé- 
dent. 


INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 
I. Waererstrass, Zur Theorie der bilinearen und quadratischen 
Formen (Monatsberichte de l'Académie de Berlin, 1868, p. 3r0). 


II. Frosenius, Uber lineare Substitutionen und bilineare For- 
men (J. f, r. u. a. M., t. LXXXIV, p. 5). 


IT. AuTonne, Sur les formes mixtes (Annales de l’Université de 
Lyon; Rey, à Lyon; Gauthier-Villars, à Paris; 1905). 


On consultera surtout le premier Chapitre de la première 
Partie. 

IV. AuTonne. Sur les coordonnées plückériennes de droite, dans 
un espace à n—1 dimensions (Journal de l'Ecole Polytechnique, 
2° série, 11° Cahier, p. 109). 


V. Ranum, The Group-Membership of singular Matrices (Ame- 
rican Journal of Mathematics, vol. XXXI, n° 1). 


On renverra à la présente liste par une notation telle que 
celle-ci, par exemple : 
(IL, Zndex) 


pour désigner le Mémoire de M. Frobenius, qui porte le 
chiffre romain I de la liste. 


——000 —— 


PRÉLIMINAIRES. 


CHAPITRE L 


DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 


1. On renverra, par exemple, à l'exposé de M. Frobenius 
(II, Index) pour les méthodes de notation et de calcul sym- 
bolique, aujourd’hui bien classiques, en usage quand il s’agit 
de matrices linéaires. 

Toutefois j'ai dû (II et IV, Zndex), pour certaines ques- 
tions spéciales, développer et approprier un peu ces mé- 
thodes. 

C’est ce qu’on rappellera ici brièvement, renvoyant aux 
publications précitées pour toutes démonstrations. 

2. La notation 


AN OT 
À = [ct] NN ENS T2 RS J 2, UR 


| dyni 0:00 mn 


désignera un tableau (m, n}-aire (c’est-à-dire à m lignes et 
à » colonnes), dont les mn lettres a;; sont les éléments. 
Sim — n, on a un tableau carré ou matrice n-aire. 
Un déterminant de matrice »-aire sera dit un déterminant 
n-atre. Un pareil déterminant aura des mineurs g-aires, 
c'est-à-dire d'ordre n — 4, q<n, ou des mineurs (n — g)\imes, 
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Le tableau A fournira des déterminants 


p-aires |pSm,p£n|, 


ou des mineurs ç-aires. 

S1 tous les mineurs (r+1}-aires de À sont nuls, un au: 
moins des mineurs r-aires étant différent de zéro, on dit que 
le tableau a le rang r et l’on écrit 


m—Refa;;]: 


Soit & le plus petit des entiers 77 et x (ou leur valeur com- 
mune s'ils sont égaux); le tableau est correct si r atteint son 
maximum &. 

3. Un tableau (m, n)-aire sera fréquemment décomposé 
en tableaux partiels, obtenus en répartissant, en un certain 
nombre de groupes, les m lignes et les 7 colonnes. 

On écrira alors 


A A CA ER Sr AE PL 

nl MUENER M2 
À — ) 

! OA) My, 

An Goio nc Es Ayn MA 

Te PT ET MARTIN 


À,, = tableau (m,, n,)-aire, 


À, = tableau (,, n,)-aire, 


Aus = tableau {m,, n,)-aire, 
el a bare CU se 


LEE 107 ox 0 ON nt My... My, 


A. Les MN tableaux 


EURE Av; ee DILAAINs 
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considérés chacun comme une lettre unique, forment un 
tableau (M, N})-aire 


A ={A;,] nn) 26 0 00 Me D = 1) 600 DIRE 


qui sera dit le canevas du tableau A. 


5. Soient 
A —{[a;;] — tableau (mn, n)-aire, 
B—[b;,] — tableau (x, p)-aire 
lit, 2 coop MO EN) Ep 000 WE D) Pie 


Le tableau (#2, paire C=[c;|, où 
CD Ai dr 
] 


sera par définition le produit AB. 


6. Soient 
A—[A,] #—[Bx] 


M > AN © 1,2, 0) 


les canevas de A et B. On supposera d’ailleurs les colonnes 
de À réparties en groupes à 724, 2, -.., ft, -.., 2x Colonnes, 
de la méme façon que les lignes de B sont réparties en 
PROD ESANLAE » - 02, 7 TN LIGNES. 

Alors le canevas de C sera 


q= [Cuo Cyo => Au B,5 ; 


V 


autrement dit, le canevas d’un produit est le produit des 
cancpas. 

Pour la démonstration je renverrai : 

Soit au travail de M. Kreis, Contribution à la théorie des 
systèmes linéaires (Thèse de Zurich, 1906), 

Soit au Chapitre IV de mon Mémoire Sur les propriétés 
qui, pour les fonctions d’une variable hypercomplexe, cor- 
respondent à la monogénéité (Journal de Mathématiques, 


O0 D. 001). 
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7. Se déduit de là la formule suivante, d’un usage continuel 
dans la suite : 


A da ASS en ET RE 2 
Tr n—r 


BA = Bis Ait BioÂn Bi + Bis À ) 
7 À BA BA BA + BroA ; 


A1 Bu = matrice r-aire, 
À», B22 = matrice (7 — r')-aire, 
A, B19 = tableau (r, 2 —7r})-aire, 


A1, Ba = tableau (n — r, r)-aire. 
8. Soit le tableau (m1, n)-aire, 
Ne, 


Le symbole A[z] désignera l’ensemble des 77 expressions 
Zur 
j 


de façon que la relation A[3] — o sera une façon symbolique 
d'écrire les »m équations 


Da —0: 


° ] 
Sr) 
Aa = Ne] 
sont des tableaux (m, n)-aire et (n, p)-aire respectivement, 
le symbole 


A[B[:]] 
ne sera pas autre chose que AB]. 
IL est évident que 
A[zs+:']—A[:]+Afz]. 


9. Je suppose connue du lecteur la théorie des Ælemen- 
tarteiler de Weierstrass (I, /ndex). 
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Elementarteiler est traduit par successif, sous-entendant 
facteur ou diviseur. 

10. On sait que toute matrice 7-aire peut, par l’interven - 
tion d’une collinéation convenable, être mise sous forme 
typique (II, Index, F° Partie, Chap. I). 


Supposons le déterminant caractéristique 


AVE 


A | E = matrice n-aire unité }, 
de la matrice n-aire À décomposé en ses successifs : 


ON TA a) a) 
<(b= GS (pe cher TOO ES ee 


CELETE AS) 
D—G+o+...+or+bBi+.. +Br+yi+.. Hyntesss 
GhECHE AC CAE Sc 08 


NAS <E 0 SES co 


11. La forme typique a pour canevas (n° 4) une ma- 
trice N-aire, où ne sont différents de zéro que les éléments 
situés sur la diagonale principale. Ce canevas est 


APR ON O CA 
© "NS 5 C2 
O O . Any 
CC, 


BEN. 0. sont des matrices, respectivement 
“,-aire, &,-aire, ..., ,-aire, G,-aire, ..., qui correspondent 
aux N successifs 


GG co 0 


Ce sont les matrices partielles ou composantes de la forme 
typique. 
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La matrice partielle qui correspond au successif (p — /) 
est À-aire. Elle s’écrit 


© © ©. 
© © 
= 
a 
© 


autrement dit : dans L sont nuls tous les éléments, sauf ceux 
de la diagonale principale et de la diagonale parallèle immé- 
diatement supérieure. 

Ceux de la diagonale principale sont tous égaux à /. Ceux 
de l’autre diagonale sont tous égaux à l’unité. 

Le déterminant caractéristique de L n’a qu’un successif, 
précisément (9 — l}. 

12. Les matrices partielles afférentes à une même racine 
distincte a, b, c, ... de l'équation caractéristique constituent 
noie ere (en) (0), (eh 00 | 

S1 le déterminant de la matrice n-aire est nul, on aura 
l’hypersystème (o), qui joue un grand rôle dans la suite du 
présent travail. 

13. Au lieu de dire une matrice »-aire, un tableau 
(m, n)-aire, on dira aussi une »-aire, un (m1, n)-aire. 

1%. On sait qu'un groupe 6 est r'éductible lorsqu'il est 
semblable à un groupe de la forme 


tel que, dans chaque matrice, les p premières colonnes 
des » — p dernières lignes sont composées de zéros. 
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Aux groupes réductbles se rattachent les groupes 


la 0 1842 P 
D =NENs, B>; re Ce 
MO B;> B;; Ep; 


P GMA 


mais les tableaux B,, et B;,, sont assujettis à certaines condi- 
tions, sans quoi il n’y aurait plus groupe. 

Au dernier Chapitre du Mémoire, on trouvera des 
exemples de groupes réductibles et de groupes #. 
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CHAPITRE I. 


INTERSECTION ET ADDITION DES DROITES. 


1. On a donné ailleurs (IV, Index) la théorie détaillée des 
droites, de degré quelconque, dans un espace à n — 1 dimen- 
sions. 

Je me bornerai donc à rappeler brièvement et sans dé- 
monstration les principes de cette théorie. Mais je résoudrai 
aussi quelques problèmes auxiliaires, assez élémentaires en 
eux-mêmes, mais nécessaires pour la suite de ces recherches. 

2. Dans un espace €,, à n — 1 dimensions, prenons 


IS 2 OUR 
un point x par ses z coordonnées homogènes x;, 


un plan uw » » » Uj. 


m points a; (plans «&;) de coordonnées a;; (de coordon- 
nées &;;) 
M OU PL eu | 
seront dits linéairement distincts, si le tableau (m, n)-aire 
[a;;] (ou [x;;[) est de rang m, m£n, ou correct. 


3. Prenons » points linéairement distincts a,, a, ..., a, 
et un point mobile x, tel que 


229) => bai; 
L 
l; = paramètre variable. 


Le lieu du point x est, par définition, une droite d,, de 
degré m. 
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Une droite d,, est définie par »# quelconques de ses points, 
pourvu qu'ils soient linéairement distincts. 

4. Prenons deux tableaux, corrects (Chap. I, n° 2) l’un 
et l’autre : 


GE (m, n)-aire, 
CIC (n—m, n)-aire 
RL, 2,00 DR 2 Tee, Te DL): 


Je les suppose adjoints. Autrement dit, 


) Aijj Lpj — O 


î 
pour tout choix d'indices & et À, ou bien 


EXO, a'— le tableau transposé de x, Ce 


Les m points a;, linéairement distincts, définissent une 
droite d,,, de degré m, laquelle est aussi le lieu des points x 
tels que 
(1) Der 0. 

J 
d,, est donc aussi l'intersection des 7 — m plans (1), linéui- 
rement distincts. 

d,, aura la classe n — m. 

5. Une même droite est donc définie de deux façons diffé- 
rentes, qui se correspondent dualistiquement, savoir : 


par le tableau à, c’est-à-dire par 72 points linéairement dis- 
üncts, 

par le tableau x, c’est-à-dire par 7 — m plans linéairement 
disuncts. 


6. L’intersection de deux droites est, par définition, le 
lieu des points communs aux deux droites. 

Cette intersection est évidemment encore une droite. 

Une droite bg est située ou contenue dans a,, 42 f, si tous 
les points de bg (c’est-à-dire 8 points linéairement distincts) 
sont sur «,. 
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7. Soient a, et bg deux droites définies respectivement par 
un système x de x — « plans et par un système 3 de n — 6 
plans. L’intersection c, sera définie par les 2% — « — 6 plans 
du système *, obtenu en réunissant x et 3. - 

Si les 272 — x — 6 plans de % se réduisentà2n—a—f6—} 
plans linéairement distincts, c, aura la classe 

on—a—65—h 
et le degré 
CC) = v 
Si 
a+B+h—n<£o, 
da et Lg ne se rencontrent pas. 

8. Je dirai d’une façon expéditive, quoique pas rigoureu- 
sement exacte, que @, et bg ont y points communs où n — y 
plans communs. Les deux systèmes X et 7 ont 2 plans com- 
muns, et l’on peut dire que chaque plan commun aux deux 
systèmes augmente d’une unité le degré de l'intersection. 

Du reste, l'intersection de diverses droites s’obtiendra tou- 
jours et d’une facon complète par des procédés donnés ail- 
leurs (IV, Index, 41°). 

9. Je dirai que a, et bg sont complémentaires sia+8=n 
et si ces deux droites ne se rencontrent pas. 

Si les deux droites a, et bg sont définies, comme intersection 
de plans (n°5), par les deux tableaux (x, 7) aireet ($, n)-aire 
[4;;] et [oz;] respectivement 


(Pet, 2,4 000500 OI ER EN ER 


pour que a, et bg soient complémentaires, il faut et il suffit 
que le déterminant 


UE UT 
Une Lee 


0 a+B—n. 


Pan matt Pin 


pp dos °Bn 
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On peut donc toujours et d’une infinité de façons con- 
struire la droite complémentaire d’une droite donnée. 


10. Soient a, et bg deux droites qui ne se rencontrent 
pas. 

Prenons sur @, (sur bg) à points a; (8 points b;) linéaire- 
ment distincts. Ces & + 5 points sont linéairement distincts. 

En effet, s’il en était autrement, on pourrait trouver au 
moins un système de & + 6 quantités À; et u, tel que 


Dr Œij —Y Lx Or == (0) 
a k 


Alors le point x tel que 
D D Lex Ori 
È k 


serait à la fois sur à, et sur bg, qui se rencontreraient, ce qui 
est absurde. 

Les &« + 6 points en question définissent donc sans ambi- 
guité une droite c de degré & + 6; c est indépendante de la 
facon dont on choisit les points a; ou bg sur la droite a, 
ou Üs. 

On dira que c est la somme des deux droites à, et bg, et 
l’on écrira 

C—= as + Vg. 

11. Un point est une droite de degré 1 et de classe 7 — 1. 
Un plan est une droite de degré n — r et de classe 1. L’es- 
pace €, lui-même est une droite de degré » et de classe zéro. 
Cet espace €, est donc la somme de deux droites complé- 
mentaires (n° 9) quelconques. 

12. Voici maintenant un problème dont la solution nous 
sera utile (Chap. [, l° Partie, n° 7): 


Sotent une drotte c,+8 et une droite a, située sur cug. 
Construire une droite bg telle que c,;8 = a, + be. 


Univ. DE LYoN. —— AUTONNE. 2 
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Il faut et il suffit que Ds : 
soit située SUT C,+6; 
ne rencontre pas a. 

Une droite d,, de degré m est un espace à m7 — 1 dimen- 
sions, entièrement assimilable à l’espace €,. Pour s’en as- 
surer, il suffit de définir d,, par les 7 — m équations 


0 = Ly = LTnn =. = Cmti 


car alors les 2 variables x,, ..., x,, prennent sur d,, des va- 
leurs arbitraires. 

Considérons donc la droite c,,8 comme un espace €, .s. Il 
faut et il suffit que, dans cet espace, les droites à, et bg soient 
complémentaires (n° 9). Or on sait toujours et d’une infinité 
de façons construire, dans un espace donné, la complémen- 
taire d’une droite donnée; cela résulte du n° 9. 


PREMIÈRE PARTIE (). 


MULTIPLICATION ET DIVISION DES TABLEAUX 
ET DES MATRICES. 


CHAPITRE T. 


DIVISIBILITÉ DES TABLEAUX. 


RSI 
A [a;;] NU Don MO OOo 


un tableau (m, n})-aire, c’est-à-dire à m lignes et à x co- 
lonnes. 

Nommons 7 le rang de A ; 7° ne peut dépasser le plus petit 
des deux entiers m» et nr. Posons | 


DT. 
J 
Les x; (ou les y;) sont les coordonnées homogènes d’un 
point æ (ou y) dans un espace €, (ou €), à 72 — 71 (ou 
à M — 1) dimensions. 
y est le pornt-image de x par la transformation A. Si 


(1) Je ne prétends pas donner comme essentiellement nouvelles les pro- 
positions contenues dans cette première Partie. Tout cela rentre au fond 
dans la théorie des équations du premier degré à plusieurs inconnues. 

Mais la terminologie géométrique, introduite dans cette première Partie, 
abrège, dans le reste du Mémoire, les démonstrations et permet d’y utiliser 
immédiatement les résultats que j'ai déjà obtenus ailleurs (Zndeæ, LI et IV). 
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m=r=n, la transformation devient la collinéation »-aire; 
le tableau (m, n)-aire est une matrice n-aire. 

2. Quel est le lieu des points x dont l’image est indéter- 
minée ? 

On a les m équations qui se réduisent à 7: distinctes 


Vass— O. 
J 
Le lieu est une drorte 


A—ATA] 
de l’espace €,, ayant la classe r et le degré n—r. 


3. Quel est le lieu, dans l’espace €,,, du point y, quand x 
parcourt tout l’espace €, ? 
Entre les » équations 


DE = Vis 


J 
éliminons les » variables x;, qui s’y réduisent à r disunctes. 


Il viendra, entre les m quantités y;, m — r relations dis- 
tinctes linéaires et homogènes. 


Le lieu cherché est une droite D=DI[A|, de classe 
m — ret de degré r. 


4. M, et N, étant des collinéations m-aire et »-aire res- 
pectivement, considérons le tableau et = M,AN,. On peut 
choisir M, et N, de facon que : 

A[:x | ait pour équations 


me ti = NET;—=0, 
tandis que : 
D[4] a pour équations 


Prier. = Mme 0: 
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Alors, avec nos notations habituelles, 


TROT LE N/A 


On peut même faire que la matrice r-aire a, avec |a| 0, se 
réduise à la r-aire unité e,.. 


Bref, posant 
M=M, N—N:, 


on peut mettre tout tableau A sous la forme MUN, où 
U | er 0 ) r 
Oo 0 VERTE 
r TDE=STR 


Dans beaucoup de questions, les collinéations M et N sont 
indifférentes; on en peut faire abstraction et écrire 
At— (Ur 
5. M et N conservant la même signification, prenons 


divers tableaux (77, n}-aires A, B, C, .... On voit immédia- 
tement que : 


les situations mutuelles res- | les situations mutuelles res- 


pectives des droites pectives des droites 
A[AN], A[BN], D[MA], D[MB|, 
sont les mêmes que celles des | sont les mêmes que celles des 
droites droites 
AE LE DIA], D[B], 


Par exemple, si A[JA] est sur A[B], A[AN] est sur 
A[BN |, etc. 

Je fais dans la suite, et souvent d’une façon implicite, 
grand usage de cette remarque. 

6. Au Chapitre IL des Préliminaires, on a défini l’inter- 
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section et la somme de deux droites a, et bs de degrés œ etf 
respectivement. 
L'intersection sera indiquée par la notation 


Ad bg l, 
_et la somme par la notation 


Au + bg. 
73 SO 


= ETE bg ie 
Construisons une droite d,., telle que 
Ag — Fo + duo. 

Le problème a été résolu au n° 12 du Chapitre II des Pré- 
lHiminaires. 

On y a vu qu'il existe une infinité de solutions. 

Pour a, et bg données, f, est déterminée, mais non d, .. 

8. Quand le point x parcourt, dans l’espace €,, une 
droite a — a,, de degré «, le point-image y parcourt, dans 
l’espace €, une droite 

ie = Alfa], 
image par À de la droite a. 

Quel est le degré o de f? 

Il est évident (n° 4) qu'il est licite, sans changer la géné- 
ralité, de faire À = U (n° 4). On écrira 


= "Di. 
Nommons le degré de la droite 
Dear 


intersection de a avec À; introduisons (n° 7) une droite d de 
degré x — B, telle que 
di = d —- b. 


b sera définie par B points D), ..., bÔ linéairement distincts, 
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lesquels, étant sur la droite À, auront (n° 4) leurs r premières 
coordonnées nulles, 


Do Ne 2 A TNT, 2 0 Pile 
d sera définie par &« — B points d, de coordonnées d? 
P ) j 
| ui SON CS NIET Emo 


et linéairement distincts. 
Il viendra, quand x parcourt la droite a, les relations 


Tj =Y b, bn +Y sd) Pour Je 7, 
À U 
T; ds a Pour Sr 


D 


(d, S, = param. arbitr.). 


Or (n° 4), si 


or VS NPANt Co ie 


Comme les & — 5 points dŸ sont linéairement distincts, 
y parcourt une droite f, située sur D, et ayant «à — 6 pour 
degré; ® = « — $. 

De là la proposition suivante : 

Tuéorème. — Une droite a de l’espace €,, ayant le de- 
gré «, a pour image par À dans l’espace €,, une droite f. 
Le degré de F est égal à x, moins le degré de l’intersec- 
tion ja, A[A]!.fest sur D[A|. 

9. Une même f est l’image d’une infinité de droites a. 


” 
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En effet, un même point y de D[A] (lequel point est une 
droite de degré r) est l’image de tous les points d’une droite 
de degré À dans €,, ayant avec A[A] une intersection de 
degré h — 1. 

Voici comment on le voit, en prenant, ce qui est licite, 
U pour A. 

Pour y donné sur 


DEM=DHAIE=D; 
les coordonnées de x sont liées par les r — 1 équations 


Ti La De 


ete de. 
d’une droite Ÿ, ayant 7 — 1 pour classe et 
n—(T—1)=n—rT+I 


pour degré. A est située tout entière sur Ÿ. Comme Aan—7r 


pour degré, on a 
Y—=A+n, 


n étant une droite de premier degré (un point) non située 
sur À. 

Pour que tous les points d’une droite a de degré aient y 
pour image, il faut et il suffit que a soit située sur Y. 
Comme a ne peut être située sur À, il faut que a contienne le 
point n et une droite de degré h — 1 commune avec A. 


CAO RE 
10. Considérons deux tableaux 


À (m,nj)-aire, de rang «, 


B (p, m)-aire, de rang B, 


et leur produit C — BA, qui est un tableau (p, n}-aire de 
rang y. Je vais rechercher ce que sont y, A[C] et D[C]. 
Posons 
M—\0|Ei: BE: A Né |, 
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où æ, 5, y ont respectivement pour lieu les espaces €,, 
EC: 

11. Soit x le point courant sur A[C|. D'abord x parcourt 
A[A]. Cherchons ce qu'il existe de la droite A[C] en dehors 
de A[A]. Pour que x soit sur A[C] sans être sur A[AT, il 
faut et 1l suffit que z soit sur A[B]. Mais zest sur DA]. xest 
donc tel que z soit sur la droite 


a—}A[B], D'AT\ 


de degré L. On peut construire (n° 6, 7, 8 et 9) dans l’es- 
pace E, une droite à de degré X et ne rencontrant pas A[ A |, 
telle que a soit l’image par À de ë, 
a— A0: 
Alors évidemment 


(1) | APCJ)—=AFAI-E 0. 


à n’est pas complètement déterminée, mais cela n'empêche 
pas A[C] d’être unique et bien déterminée (n° 7). 

La relation (1) montre que A[C] contient A[ A |. Le degré 
n — y de A[C] est égal au degré À de à, augmenté du degré 
n — « de A[A |. Finalement 


EE EC et VON Le 


y ne saurait devenir négatif, car le degré X de 
|A[BT, D'ATI=a 
ne peut dépasser le degré & de D[A|. 
On a ainsi une proposition importante : 


THéorÈèMe. — Le rang d'un produit C = BA s’obtient en 
retranchant du rang du second facteur À le degré de l’in- 


tersection 
(A[ÇB], DEA]: 


La droite A] A! est située sur la droite A[C|. 
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12. Lerang y de C — BA ne peut dépasser le rang « de A. 
Si lon transpose, on a C’= A’B. Le rang y de C’ ne peut 
dépasser le rang $ de B, qui est aussi le rang du second fac- 
teur B’. Finalement : | 


Le rang d’un produit ne surpasse le rang d'aucun des 
facteurs. 


13. Étudions maintenant D[C|, en gardant les mêmes no- 
labos (LAON) ; 
DI[C] est l’image par B de D[A]. Posons (n°7). 


D[A]= a+, 


où b est, dans l’espace €,,, une droite de degré «—, laquelle 
ne rencontre pas A[ B|. D’après la théorie du n° 8, 
D[C]—=B[b] 


et a « — À pour degré, comme il fallait s’y attendre. D[C] est 
évidemment située sur D|B]. Finalement : 


La droite D d’un produit est située sur la droite D du 
premier facteur. 


14. Tuéorème. — Pour que l'équation 
q q 


AXE 
soit possible, où 


À est un tableau (p, m)-aire donné, 
Eu) » (m, n)-aire inconnu, 
B_ » (p, n)-aire donné, 


il faut et il suffit que la droite D[A] contienne la droite 
DB]. 


Posons (n° 4) 
À —=PUM, 
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LD 
SA 


P est une collinéation p-aire, 
M.» » m-aire, 


U est le tableau (p, m)-aire. 
lr o) r 

a ( où. "© ) D = 7 
TO OM—r 


r étant le rang de À. e, est la r-aire unité. 
Il viendra, multipliant A et B à gauche par P-", ce quil ne 
change pas (n° 5) la situation respective de leurs droites D, 


B—PUMX, P-B—UMX, 


ou simplement 


USE, 
faisant entrer P-' dans B et M dans X. 
Ecrivons 
7 = Xi Xy F m0; B;; T 
An Xe, m—r HN NB MB: pP—r 
ONCE FO n—r 


Fe X11 X0 
B=UN— ù 
O O 


L'identification donne 
(1) =, =0, 
moyennant quoi 
= Bis NE Be; 


X existe, X,, et X,, restant indéterminés. 
Or les relations (1) expriment précisément que D[B] est 
située sur la droite D[U] dont les équations sont 


= VO: C- Q. F. D. 
15. Tnéorème. — Pour que l'équation 


UN — 1) 
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soit possible, où 
X est un tableau (p, m)-aire inconnu, 
À  » » (mm, n)-aire donné, 
BD » (p, n)-aire donné, 
ul faut et il suffit que la droite 
A[B] contienne la droite ATAT]. 


On fera, comme plus haut, À = U et l’on écrira, 7° étant le 
rang de À (toujours sous le bénéfice de la remarque du n°5), 


x — X,; X 30 T NET Er (0) ) F 
X1 x; JA AO 0 Mm—r 


7 nm" ND — 
ie B;; ) 7 
B;; B>; Pise 
7 PR = À 
De là 
A 3 ) , 

x; o pP—r 
P D —ÿ? 


L'identification de XU avec B donne 
(2) ; B;: = B;;,— 0, 
moyennant quoi X existe, puisqu'il suffit de faire 
XIE BU RUE, 


les tableaux X,,, et X,, restant arbitraires. 
Mais les relations (2) expriment précisément que Le point 


y =B[x] 
est indéterminé pour 
Li = dre 0, 
Autrement dit, 
A[U]—=AI[A] 


est située sur la droite A[B|. EN CANQU TT D: 
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16. Aux n° 14 et 15 on n’a rien spécifié a priort sur la na- 
ture du tableau inconnu X. Si l’on impose à X certaines 
sujétions (de se trouver, par exemple, dans un système de 
tableaux donné d'avance), X peut manquer, même si les 
conditions des théorèmes sont remplies. Il se produirait les 
éventualités les plus variées : il y aurait p valeurs de X, 
o étant un entier nul, fini ou infini. 


17. Les théorèmes des n° 14 et 15 résolvent le problème 
relatif à la dicrsibilité des tableaux. 


18. Soient, dans un espace €,, deux droites a et b de 
degrés & et 6. a est définie par un système X de n — « équa- 
tions distinctes; D est donnée par un pareil système 3 de 
n — $ équations. L’intersection c — | a, b} est donnée par le 
système x obtenu en réunissant X et 3. Si les 27 — à — 6 
équations de & se réduisent à 


2n—a—f6—} 


distinctes, la classe de c est 27 — x — 5 — het le degré de c 
esta+$f+h—n. 


19. On ne peut manquer d’être frappé par les analogies 
que présentent les considérations des n°8 et 9 avec la théorie 
des points fondamentaux et des variétés fondamentales 
dans les substitutions birationnelles (II, Zndex, HI Partie). 

Par exemple, dans la transformation 


=Alei 


À étant un tableau (m2, n)-aire, la droite A[A] est le lieu des 
points fondamentaux de la transformation, etc. 
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CHAPITRE IL. 


RANGS DES PUISSANCES D’UNE MATRICE. 


20. Soit une matrice n-aire À, de rang r ; posons À = A[A|, 
D = DA]. Nommons F, de degré f, l'intersection | D, A|. 
Nous allons construire À et D et calculer f en prenant A sous 
la forme typique. Soit 


1PE— A[=I(p — 7} 


le déterminant caractéristique décomposé en ses successsifs 
À 
(p—:1}. 
Ecrivons enfin 
= NIET 


Au successif (o — /)} correspond une matrice partielle 
À-aire L. Parmi les » variables x (ou y) il y en a À, savoir 
By 225 ce 21 (OU Ci; Cr, .-., G), afférentes à la matrice par- 
elle L. 

On a 


(UE RER TE OP the 0 mo10 » Do B0 0 5 
GENEVE, 
ÉMNSS 


21. Toute relation linéaire et homogène entre les z (ou 
entre les Ü) est distincte de toute relation analogue entre 
les z (ou les €), afférentes à une autre matrice partielle. 
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Par conséquent 
rot» dl; AL IE 
n—r—cl.D—2Z2cl.D[L|], 


J—ÈS 


(cl. A désignant la classe de A), où la sommation s'étend aux 
diverses matrices partielles et © est le degré de la droite 


[AÇL], D'REALE 


22. Prenons d’abord L en dehors de l’hypersystème (O ); 
one 0" Morscl'ANLI="" cl'D[E] = 0. Bien 
entendu, les droites A[L] et D[L] sont envisagées dans un 
espace €;, lieu des points z et €. L fournit un contingent 
nul (n° 21) à cl. D et à jf. Nous laisserons donc de côté les 
matrices partielles afférentes à d’autres hypersystèmes que(O). 


23. Prenons maintenant L dans l’hypersystème (O0), [= 0. 
Faisons d’abord À — 1. Les formules (1) du n° 20 se réduisent à 


Ü—0; 
CD CAN] 0; GO: 


L fournit à cl. D le contingent r, à cl. À et à f le contin- 
gent o. 


24. Faisons enfin À > 1; A[L]| est définie par les À— 1 
équations 


D[L] est définie par l'équation G = o. Le plan & = 0 passe 
aussi par A[L]. D[L] a le degré À — 1 et contient A[L|, 
dont le degré est 1. L’intersection | A[L], DL]! a le degré 
o— 1 (n° 18). L fournit à 

cl. À, le contingent À —1, 


cl. D, le contingent 1, 


f, À, le contingent 1. 
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25. On peut réunir les deux cas À = r et À > 1 dans une 
formule unique. 

Introduisons un symbole y(s) tel que 
LMDOUTNS NO! 


ISSN 
x (5) O pour S < 0. 


Le contingent que la matrice À-aire L fournit à 


cl. À est À—:1, 
CÉADAMES NES 


f est y(A—2). 


Il vient enfin (n° 21), la sommation étant étendue aux diverses 
matrices partielles de l’hypersystème (O), 


WG QE) 
lf—=25y(A— 2). 


Autrement dit : 


I. Chaque matrice L de (O) réduit d’une unité le rang 
de A. 


Il. Sr l’hypersystème (O) a f successifs multiples, 


AZ 1, les droites D et À ont une intersection de degré f. 


En particulier, si D et À ne se rencontrent pas, l’hyper- 
système (O) n’a que des successifs simples ou linéaires. 


26. Posons B — AS; calculons le rang r, de B ainsi que le 
degré f, de l'intersection /A[B], D[B|]|. | 

Rappelons d’abord ce qu’apprend un théorème important 
dûù à M. Bromwich ( Theorems on matrices and bilinear 
forms, in Proc. of the Cambridge Phil. Soc., t. XD), cité 
par M. Frobenius ( Ucber die Primfactoren der Gruppen- 
determinante, in Sitzungsberichte de l Académie de Berlin, 
2 avril 1903). 

Soit (p — a)* un successif de la matrice A. Soit un po- 
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Iynome 


f(u)=(u—a)d(u), (a) 0; 


prenons b = f(a) et la matrice B — f(A). 
Divisons & par 6; nommons g le quotient et £ << B le reste 
de l'opération. Si « < 6, on aurait 


Qi 0; CCI 6 


B admettra : 1° successifs (o — b}f+!'; 2° 6 — ; suc- 
cessifs (o — b}f. 
D'ailleurs 
_ (g+1)+(B—t)g=Pg+t=a, 
ce qui est. 


27. Faisons en particulier 


u)— u£, — 010; LÀ, — 7 
& 
À = gg + tb, t< 8. 


B admettra 4 successifs p1*! et g — 1 successifs p7. 

Reportons-nous au n° 25. La matrice L est remplacée 
dans B — AS par g matrices dont chacune réduit d’une 
unité le rang de B. 

Chacune des { matrices (g+1)-aires fournit y (g—1) unités 
au degré f, de | D[B], A[B]}. Chacune des g — ? matrices 
g-aires fournit à /, y(g — 2) unités. 

En définitive : 


I. Le degré f, de | D[B], A[B] | est 
2Ltx(g —1) +(g—0)x(a — 2). 
I. Le rang r, de B = AS est donné par 
n—n=2[sx0—8)+Ax(—i—i+g)l. 


En effet, chaque matrice partielle L diminue de g unités 
le rang de B, sans que cette réduction puisse dépasser À. 
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La sommation s'étend aux différentes matrices partielles 


aires L de l’hypersystème (O) dans A. 


28. Nous sommes maintenant à même, après les géné- 
ralités traitées dans la présente première Partie, d'étudier 
plus à fond les matrices, qui figurent dans les groupes à rang 
variable. 


DEUXIÈME PARTIE. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES D'UNE MATRICE, 
AYANT UN RANG DONNÉ. 


CHAPITRE TEL 


FORMULES DE MULTIPLICATION. 


29. Avant d'aborder la théorie des groupes, il est utile 
d'établir certaines formules d’un usage continuel dans la 
suite. 


30. Prenons une matrice n-aire 


FRS ÀAis A r 
An À. DD 


D, RP 


et supposons | À,,| = 0. Le rang de À ne peut être inférieur 
ANT < 
Posons À,, — a; comme |a|=£ 0, on peut écrire 


Aus A) A G1Q, 
%2— tableau(r, nr — r')-aire, 


21 = tableau(n — r, r)-aire. 


Désignons par a, la différence des deux matrices 
(n—r)-aires, A,, et ao. 
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On emploiera la notation 


a CITE 
À — =\((#, jo) Lots A2 )- 


Uri or A9 7 op 


31. Parmi les n variables x on désignera les r premières 
Par, dant) LeUICS D ENASUIVANTES PATES CEE EEE ES 
Li —b, Mo CUT 


Lyti— 51) 0 6 0ÿ Ln— Zn=r. 


C: 


32. Construisons la droite À — A[A |, le rang de A étant 
désigné par r+w, où & est un entier non négatif (n° 30). 
Il faut avoir 
o—=a[t]+aa,[z| UE cn HEAR 
Où 1 @@2[s] —+ d»[z| —+ a»alt] 


—= ana|t+ [41] + ap[ 3]. 
Comme |a|=£ o, on a pour équations de A 
O—t+a[z]—=a»|[z|. 


Les r équations # + «,,[3] = o sont distinctes ; les n—7r 
équations @&,,[3| = o doivent se réduire à & distinctes; /a 
matrice (n — r)-atre a, a lerang &. 


33. On va passer maintenant à la droite D = D[A] de 
CASSETTE 


Les n — r — w équations de D peuvent s’écrire 
Wfz]= V[t]+U[z]=o, 


— tableau (n — r —w,r)-aire, 
— tableau (7 —r —w,n—r)-aire, 


W = tableau (n —r —w,n)-aire. 
Il faut exprimer que, si y = A[x|, 


Wiy]1= 0. 
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On a 


o=V{ali]+ ac[s]] + Ufon a[t]+ ana an(s] + aw([z]| 
= Ua»:[:]+(V +Uoi)aals]+(V + Uan)aft]. 
Puis 


0=(V+Ua;)alt|]; 0o—=(V+Ucæ)a; 


et, puisque |a| £ o, 
V—=—Uc.:.. 
Enfin 


o=Ua;[:|; Ua» = 0. 
Tout calcul fait, les équations de D] A] s’écrivent 
U[z — an[t]] (0 


(1) avec 


UT O. 


34. Lemme. — Le tableau(n—r—s,n—r)-aire U a 
son rang maximum n — r — ©; le tableau est correct. 


Le système ÙÜ [3 —c,,(t)]—o représente n—r—- 
équations entre les 7 — 7 inconnues 


Ex cu Ÿ prit 
J 


QE ENS BARON = OS ERRET 


où &,, est le tableau [p,;[. Les » — r inconnues £; sont dis- 
unctes. Elles doivent être liées par 2 —r— équations 
distinctes, puisque D a » — 7 — & pour classe. Le rang de U 
est donc bien n — r — &. Le degré de A[U] est 


n—r—(n—r—m)=w (n9). 


35. Puisque U &,, = o, on a zéro pour le rang de U @,.. 
Donc (théorème du n° 11) le degré de 


AIBUI; Da], 
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droite d’un espace €, ,, est égal au rang & du second fac- 
teur @,. 
A[U] a (n° 34) le degré &. D [a.,] a aussi le degré &. 
L'intersection des deux droites A[U] et D[a.,| a pour 
degré leur degré commun &. Donc les deux droites 


A[UI et Df[a»:] 
coincident. 
D'ailleurs, si 
A[U] = D[a>], 
le degré & de D [a,,] est égal au degré 7 —7—w de A[U], w dé- 
signantlerang de U.Onaw=n—-r—-weto—n—r—". 
En résumé, /a droute D] A | est définie par le système 


U[: — an[e]] — 0; 


où U est un tableau (n—r—,n—r)-aire, assujetti 
uniquement à avoir pour droite A[Ü], dans un espace €,.,, 
Ja droite D[a., |. 


36. Reprenons la matrice n-aire (n° 29) 


A1 A a A Co ( ) 
== = 4, O2, os no 
A1 A ni 4 An A2 + Uno 


(AE) 


A = D P) 
P— (0, 0,0, au) = ( MR ï 


O op 


A — (4, di2, 1, O) = (@, Go, Any) = 9 
214 Or A2 


Étudions les deux matrices n-aires et P. 


37. % s'obtient en faisant, dans À, a,;,— 0, c’est-à-dire en 
supposant nul le rang & de a... Le rang r + de À devient 
le rang r dans 4. 
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Construisons A[:4]. On a (n° 31) 


o—aft] + als], 
O— nat] + ao,[z|]— ana[e + [51], 


c'est-à-dire, pour |a| £o, 
Lt + &2[ 5] — 0. 


Cela fait bien r équations distinctes. 

Construisons D [4 |. Le calcul des n° 33, 34 et 35 sert, à 
condition de faire &,, = 0. Le tableau Ü, défini par Ua,, = 0, 
devient complètement indéterminé. Le système 


U[: == [|] —0 
devient 
3 — day[t] = 0. 


La classe de D[:+] est x — r; le degré de D[2] est 7, ce qui 
devait être. 


38. Passons à P, laquelle est évidemment du même rang & 
| QUE Goo 
A[P | est définie par les » — r équations @&,,[ z| = o quise 
réduisent à & distinctes. A[P | a bien la classe &. 
Pour construire D] P|, le calcul précédent (n°33, 34, 35) 
sert encore, à condition de faire &,, = &,, = 0. 
U étant le même tableau qu’au n° 35, la droite D[ P | est 
définie par les n — © = 7 +(n — r — &) équations 
bo; UE 0: 
39. Considérons les trois droites 
AFA] (n° 32), D — + az] —= aœ»[2], 
AMEN] (ma ai) O—Ét+æ|s|, 
ANA (258) Oral 
AA | est évidemment l'intersection 


ART ATP) 
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40. Considérons les trois droites 


D[A] (n°38),  Ufz—af4]] —o, 
D[.R] (n° 37), 4 CN; 
D[P] (n° 38), = UT: =.0. 


D[] et D[P] sont situées l’une et l’autre sur D[A]. Le 
degré r + & de D] A | est la somme 


du degré r de D[&], 
du degré & de D[P]. 


Les deux droites D[&4] et D[P] ne se rencontrent pas, car 
la seule solution du système 


Oz ral EU |] 
est 
BL — 0; 
Finalement D[A] est la somme (n° 10, Chapitre II, Préli- 
minaires) 
D[&] + D[P]. 


41. Soient deux matrices de la forme indiquée au n° 30 


À — (@, 39, C1, 2) (| aE2<0), 
=? Bi B21» 022) (|| Lo). 


On construira le produit 
GBA ( HU ) 
Gin On 
en supposant | C,, | = o, de façon qu’on puisse encore écrire 
Ce ce) 
Il viendra successivement 


o— CE B;: A + BL AS— ba + bBaia— b(e, + Brand 


(e,= r-aire unité), 


EN 
ei 
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el 
Ci Cyio = Bis + Bis = ba aie + bio ct a ct2 + Dir 
= D(e, + Bio oi) @ ot + Dir, 


Cn= Yaic = Bai À 1 + Born = Po da + PB, bic a + bison a 


| — Bi b(e, + Bios) à + Vss%r d, 
C— Ya1C Y19 + Coo 


= B;,,A,, + BA 
— Bn dax + Bo bBiotaa as + Dora 5 + B21 b Bio ds + Dgo Ago 
= bp An9 + bydn A di2 + Bo DB ;2 A2 + Ba D(e; + Bis %r)G yo. 


42. Comme |c|Æo, on a aussi [0|Æo, 0 désignant 
la r-aire 0 —e, + 6,, «,,. Désignons par n la (n — r)-aire 
Mere 10) En-r—(n — r})-aire unité, 
et par € la (nr — r)-aire 
(a = Enr — 2107! Bio. 
Le produit Cn est 
(enr — 21071 B2) (ere; + an B2) 
= Ep + Di Bro — 210 (6, + Bises) Bir — enr. 
Alors 
l1]240; Cr 


43. Les formules du n° 41 donnent 


c— b0a, Via = do + CD ,, a, 
Yai — Bai + Dr ac”, 
Cp2 = V2 Go + Bi Co + V2 1 A oo + Ba DB, A9 
— (B21 + brran acT!) ca: + ct bBi2 ax) 
= Dir Qya — Dir 0r QC DB ,2 2 


— Dan» — 21 071 Bi2) Gao 
et, sous le bénéfice du n° 42, 


C22 = Dan! A2. 
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44. Les formules définitives seront 


À — (a, Co, C1, Uno), B — (6, Bo, B21 022) 
C=—= BÂÀ —(c, y19, Var» Co2); 


0 — 6, + Bi2ar, IAE So; N—= Enr + Oto1 Bi2; 
(o) lalo; |b|0; 
c — b6a, Co = V32N7 y; 
Via do + (0a) fB32 QG, 
= . Yai= By + Dy2@n(b 0). 


On les emploiera constamment dans la suite. 


45. Faisons en particulier 
Ann Up — 0} A ==. (G, Œo, A1); = (0; Bi 82). 


Alors c,, = o et finalement, grâce aux formules du n° 44, il 
vient la relation importante 
(b, Bis) Ba)(a, C2 Cry) — (b0Q, ©», Bai); 


dont je ferai aussi largement usage. 
46. Il convient maintenant d'examiner dans quelle mesure 


les formules précédentes sont indépendantes du choix des 
coordonnées. 
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A3 


CHAPITRE IV. 


CHANGEMENTS DE COORDONNÉES: PROJECTIVITÉ. 


47. Les matrices z-aires 


étudiées dans le précédent Chapitre et qui jouent un rôle 
important dans la suite, ont la propriété d’avoir | A,,| £ 0. 


Je vais étudier la collinéation S telle que S-' AS ne perde 


pas la propriété indiquée. C’est afin de rendre, dans la mesure 


du possible, la théorie précédente projective, c’est-à-dire 


indépendante du choix des variables. 
Parmi les matrices de Tang 7 + © 


À — (a, &i2, os, Au), 
nous avons distingué les matrices (n° 36) 


À (4, dis, Ans, 0) — (4, 9, dy) 
de rang r. 


On doit donc avoir, puisque la distinction précédente est 


forcément projective, 
B = S-1AS = (b, Bi B2, O2»), 
Sas — (0: Bis; Bar). 


48. Prenons d’abord 


TRE Si S12 | 
So — nee avec DS 
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On voit facilement que 
SAS — (S51 a Si, S31 C2 So9> Sp 9 Cas Sy) Do 9 U2o Sa0); 
d’ailleurs 
ISI=|Su||S2| 0, [Sul7o, | So | 72 0. 
Je considérerai une pareille transformation comme indiffé- 
rente et j'en ferai abstraction. 
49. Soit maintenant 
W—S LS (n°47) 
avec (voir Chapitre précédent) 
D[%] z—a\lé] —0, 
A[wl t+B:[:]—0, 
Du]  z=6;ft] —o: 
S, qui doit changer A[:4] en A[w], change le système 


t+æ|z|—=0o 
en le système 


0 (Si + Mon) LÉ] + (Si + GS») [3], 


équivalent à 


EL + Brolz] — (0: 
Donc 


(1) Sue nb 0. 
S, qui doit changer D[+] en D[r;|, change le système 
2 ulc| 0 
en le système équivalent 


0 — (Sy — An Sn) LÉ] + (S22— an So) [3]. 
Donc 


(2) | S22 — G91 So | 0. 
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Enfin 
Bi2 = (Su + Go Sp) (S12 + C2 So2)s 
or Bai = (S22 —- Any S12)7 1 (Soi — 1 S11)- 


50. Supposons (et c’est la seule hypothèse restrictive de la 
généralité) que, parmi les matrices <t à transformer par S, 
figure au moins une où 


40 
rech 0, = (a,0,0)= ( : a (voir n° 67). 


51. Alors les conditions (1) et (2) du n° 49 donnent 
[Su12Z<0,  [S»|[<o. 


Comme |5S,,| 0, la matrice S est elle-même de la nature 
indiquée au n° 47, pour À. On peut écrire 


Sy — Si, S21 — — S2pP) 
u — tableau (r, 7 — r)-aire, e, —r-aire unité, 


9 — tableau (n — r,r)-aire, En-r—(ñn—r)-aire unité, 


nn 
0 S22 mn Cr 7 


La présence de la matrice 


ee o) 
0 ) 


est indifférente (n° 48). Il suffira donc de faire 


s=&={ e, u ). 
NN CE 


52. Nommons respectivement 0 et n les matrices r-aire 
et(n —r)-aire 


Ü—e; Eur, NC, HU. 
Je dis que |0| £ o. 


Posons 
\ Ti Di]: 
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Comme |®|=£o par hypothèse, on doit pouvoir résoudre 
par rapport aux coordonnées du point x. Sous le bénéfice 
du n° 31, on aura 

HENTAI 3'—= 3 — yp[6]. 


De là 
z—2'+v[é] 


l—=t+ uv[e] +ufz']=uls']+(e,+ ue)[t]= u[s']+ 0[61. 


On doit pouvoir résoudre par rapport aux tet|0|[Æo. 
On a aussi é — {’ — u[z|; puis 


e[]+s=2+vuls]=(en,+ vu)[s]=n[s] 


et 
no. 
On vérifie, par un calcul facile, que 
(1) PACA DE 
I 
1e = EE, = Ge hi 6: 


53. Posons 


© '@ 0 o 
( jte Let Î. IT|Zo, 
— ÿ oO ON 
= 8  jerref 9 “4 | 
—@0 © —;j® © 
sous le bénéfice des formules (1) du n° 52. W et T sont 
échangeables. Si E désigne la »-aire unité, on a 


— uÿ (o) 
nel )=E-", 


O = (01 
T=E—W=(E — W)(E+ W). 
Je dis que, puisque D —E + W, ®'—T-'(E — W). En 
effet, 
(E + W)T-(E— W)=T(E—W:)=E. 


54. Nous sommes maintenant à même de calculer la 
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matrice 
(D int) — Eds: 
= Se OC AO AU pe Jess 

telle que 

L—DAG-1, 
où 
A1 À 
À — (a, 2, as, An) — Ê 

A1 A 


55. On a, eu égard au n° 53, 


L—dDAD-i—(E+W)AT-(E—W)—(E-+ W)A(E—W)T-—, 
A—D-ILD—T-'(E.— W)L(E+ W), 
puis 
LT =(E + W)A(E— W)— A — AW + WA — WAW, 
TA (E= W)L(E—+W)—L +LW — WL — WLW. 


Or 
An — A5,9 —A,ju WA — u A; uw À 
A»9 —A,u — pA,, —vAx 
A»°9 —uA 
WA W — ( uA 96 uAyu ) 
— pA,,P PAU 
De là, par un calcul facile, 
TUE A + Ap,p+uA,, +uA»?, 
L,n=— A,ju+ À, —uA,;u + uAz, 
LE vAG —vAsr+ À; + Av, 
L,;,n—= pAiu—pA,;, — Aju+ A, 


et, changeant le signe de w et », c’est-à-dire le signe de W, 


OAg—= Li — L;e—ul,; +ul,,v, 
ORARE L,, u + Lo — uL;, u — u Lio, 
NA PL —oLi ve Li —" L;,?, 


nAsw—0Liu+ol, + Liu L.. 
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56. Remplaçons A,,, ..., L,, par leurs valeurs; il viendra 


19  —=uayv+(e, +uon)a(e, + 29), 
() Lys — Ur +(er + Us) a(t»—u), 
An 00— GpV +(au—v) ae, + av), 
lan + Aoi lo = Ao2 + (rs — V) A(io— U); 
0a — uls;v+(e, —uhs)l(e, — A0), 
Gb) Oaays—=—uly +(e, — un) l(io+u), 
NAna—— bd (rte) (er — A9), 


N A2 + Na Aa = do + (Aa + P) l(2 + u). 


Les relations (1) et (II) sont réciproques; résolues, les 
premières par rapport à L, les secondes par rapport à A. 


57. Si l’on veut des relations où A et L figurent d’une façon 
analogue, on partira de l’égalité 


L + LW = A + WA, 


LW — ( —L,e Liu ). wa= ( u A UA 9 ): 


— Le L,,u 


Li, — Liso = A,;+uA,, 
L,+Liu—=A;, +uA., 
L, — Liv —A;; —v A, 
L,, + Lou — A, —v As. 


Remplaçons A,,,..., L,, par leurs valeurs; on a les rela- 
tions cherchées : 


le, — nv) =(e, +uah)a, 


GH) l(ytu) —(e +uan)ati+ ua, 
. — b20 + An le, — 9) =(an—v)a, 
me + oi Lo + u) — A9 + (Go — Pac. 


58. Les deux tableaux w et e ne peuvent être pris tout à 
fait au hasard, car il faut que les r-aires a et /, qui figurent 
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dans les formules (1), (IT) et (HIT), aient |a| £o, |[l| 0, 
sans parler déjà de 
[0|=|e+ur| Zo. 
59. La décomposition (n° 36) ANNE D; 
db — (a, tir, au), P—(0,0,0, a»), 
n'est pas projective (n° 47). Si en effet 


B — D—1A%, 1 — 1} 2 Q; 
Vb — (D, Bio, Ba), Q=—(0,0,0, D»), 


on n’a pas, en général, 


ds = DL, ODA RD 


60. On trouvera au n° 95 une application de ces formules 
et des théories du présent Chapitre. 
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TROISIÈME PARTIE. 


GROUPES A NOYAU. 


CHAPITRE V. 


DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DU GROUPE-NOYAU. 


61. Prenons un système Q, constitué par des matrices 
n-aires À, B,..., en nombre fini ou infini. 
Q devient un groupe &, si tout produit AB est aussi dans Q. 


62. Soit o un entier, 0 << n. Les matrices du groupe G, 
dont le rang ne surpasse pas p, forment un système G,. Je 
dis que G, est un groupe. 

En effet, prenons dans G, deux matrices A et B. On a 


REA) Re.B<p. 
Or (Chap. I), si C — BA, 


Rg.C=£Rg.A, RACSRENB Rg.BA Sp. 


€. Q.F. D. 


63. Soit Tune matrice de G,. Prenons dans 6, soit dans G., 
soit en dehors de G,, une matrice S. On a évidemment 


Rg.TS£p, Rg.ST=£ op. 


Donc G, contient chacun des deux produits TS et ST. 
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64. Nommons 7 le rang minimum que puissent posséder 
les matrices de G. Le groupe G = G, sera exclusivement 
constitué par des matrices de rang 7. 

G sera dit le noyau du groupe G. 

Si G contient la matrice zéro, de rang nul, cette matrice 
constitue à elle seule le noyau. Je dirai alors que le noyau 
manque. 

Si G ne contient pas la matrice zéro, 6 sera dit un groupe 
à noyau. 

Les présentes recherches sont consacrées aux groupes à 
noyau. 

La proposition du n° 63 est d’ailleurs vraie pour tout 
groupe G, de rang minimum 7, peu importe que 7 =0 


ou 7 > Oo. 


ST et TS ont le rang r et sont situées dans G... 


65. Prenons un groupe 6, muni d’un noyau G, de rang r.. 
G sera un groupe à rang fixe. Dans la suite de ce Mémoire 
seront construits les groupes de rang fixe. 


Pour l’instant, je suppose connu le noyau G et j’examine 
comment se comportent réciproquement 6 et G. 


66. Dans le noyau G prenons une matrice quelconque N. 
N° est située dans G et a le rang 7. Les deux droites D[N| 
et A[N] ne se rencontrent pas (théorème du n° 11), puisque 
l'intersection |A[N]|, DIN]! doit avoir le degré zéro. Mais 
alors (n° 25) l'hypersystème (O) de N n’a que des successifs 
simples ou linéaires. 

Mettons N sous forme typique 


| y oO 
0 © 


où la 7-aire y a son |v| £o. 
Si À est une matrice de G appartenant ou non au noyau, 
G contiendra la matrice NAN, laquelle (n° 63) figure dans G. 


Qt 
CO 
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NAN ale rang ret 
|vAuv|<o. 
Puis 
| Au | 10% 


Ainsi, toute matrice d’un groupe à noyau appartient à 
la catégorie étudiée dans la deuxième Partie. 
On a 


À = (@, Oo, Uni An). 


Les matrices 
(a, 9) Ci); 


où le rang est 7°, avec a,, — 0, sont précisément les matrices 
du noyau. 


67. Désignons par 
A; et D. (oi on NET O0) 


les diverses droites (de degré n —7r et r respectivement) 
A et D, qui figurent dans le noyau G. 
L'expression. générale (a, x,,, «,,) des matrices de G 
donne N pour 
@&—= Y,, Xy9 — Ap1 — O. 
On écrira 
A,—A[N], D,—DIN]. 


A, a (n° 31) pour équations {= 0. D, a pour équations 3 —o. 

Parmi les matrices (4, &,,, &:,) à transformer par la colli- 
uéahons du no0, fisure au moins N, où, — a, — 0. 
L'hypothèse restrictive faite au n° 50 est donc légitime dans 
la présente théorie. Tous les résultats obtenus au Chapitre IV 
subsistent. 
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68. Soit À une matrice de G, non située dans G. Si, 
comme au n° 36, on pose 


A —(@, io ri) Ga) = + P, 


(C7, L2s Loi); = (OO; 0, Ap); 


il vient la proposition suivante : Les deux droiles A[x] 
et D[<\] figurent parmi les drortes À, et D. respectivement 
(n° 67), qui apparliennent aux matrices du noyau. 

Voici comment on s’en assure. 

A[:t | est donnée (n° 37) par le système 


o—t+ als]. 
Or G contient la matrice 
NA — (va, 2,0) 
dont la A[NA | est aussi donnée par le système 
É+o[s]=o. 


A[:4 | est donc une certaine A,. 
De même G contient AN = (ay, o, &,,).D[.t] et DIANI] 
_sont données toutes deux par le même système (n° 37) 


3 — an[t]—= 0. 


D[+ | est donc une certaine D.. 
IC HOME 


69. Admettons enfin (ce qui n’a pas lieu forcément) que G 
possède au moins une matrice U dont le déterminant carac- 


téristique admette r successifs linéaires o — 1 et x — 7° suc- 


cessifs linéaires p 
PpE—=U|=(p— 1)... (p—=2)"pep "ip; 


U mise sous forme Lypique sera 


Cy (9) . 020 
Ü = ( 1 e,= r-aire unité. 


C7 
[Sa 


NON INVERTIBLES. 


Soit alors 
A —(@, io, Gays Go) = db + P 


une matrice quelconque de @. Le noyau G contiendra la 


matrice 
UAU —(a,0o,0). 


Donc la r-aire a, qui figure dans %, figure aussi dans 
une au moins des matrices de G. 


70: Nous allons maintenant étudier de plus près la struc- 
ture du noyau lui-même. 
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CHAPITRE VI. 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES GROUPES QUI SE CONFONDENT 
AVEC LEUR NOYAU. 


71. Nous allons construire le groupe G qui se confond 
avec son noyau G. Autrement dit, vont être construits les 
groupes à rang fixe 7. 


Soient À, B, ... les diverses matrices de G, toutes de 
Tang 7. 
72. Tuéorëme. — Ona 


DB EDEN AL EAU 
En effet (théorèmes des n° 14 et 15), D|BA] est contenu 
dans D[B] tout en ayant le même degré 7 que D[B]|.A[BA| 
contient A[A |, tout en ayant la même classe 7. Donc 


D[BA]—D[B], A[BA]—AJAI]. 
CAIOPNES D: 


Prenons, comme au n° 67, les diverses droites A, et D. 
2 1 Lo} 


de G. 


ConrorLaire [. — Choisissons à volonté la combinaison À, 
et D.. G contiendra au moins une matrice C, telle que 


AP AIO DDC 


En effet, prenons dans G (ce qui est possible par hypo- 
thèse) 
Une B telle que D[B] = D:, 
Une Atelle "que AP] =—="AS: 
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G contiendra le produit BA = C et 
D[C]—D[B]—D:, A[C]J—A[A]—A.. 
CAO E ND. 
CorozLaiRE II. — Toutes les matrices qui admettent une 
même À, pour À forment un groupe g.,.contenu dans G. 
C’est évident d’après le théorème; il en est de même pour 


les corollaires suivants. 


CororLaiRE III. — Toutes les matrices qui admettent 
pour leur D'une même D. forment un groupe h., contenu 


dans G. 


CorozLaiRe IV. — Toutes les matrices qui admettent une 
méme À, et une méme D, pour leur D et leur À forment 
un groupe Go. 


G.- est constitué par les matrices communes à g, et à .. 


72 bis. Taéorème. — Aucune À, ne rencontre aucune D.. 
Soient B, avec A[B] — A,, et À, avec D[A] = D.. SiA, et 
D, se rencontraient, le produit BA aurait (théorème du n° 11) 
un rang inférieur à 7, ce qui est absurde. 
Dans G figure la matrice N (n° 66), mise sous forme 
typique, avec (n° 67) 
A[NJ=A, c— 
DINT= D, NN -— 


La droite A; a pour équations 
Polt]+qol:]—=0, 


95—= tableau (r,n— r)-aire, 


Ps = matrice r-aire. 


A, ne rencontre pas D,, donnée par le système 5 — o. Les 
r équations 
Pslt]= 0 
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ne peuvent être satisfaites que pour /—0 (sans quoi D, 
et À, se rencontreraient). Donc 


PAENE 
A, est donnée par le système 
o—(t+uç(s], Tete 
D. est donnée par le système 


cle de] —=0; 
d,;— matrice (7 — r)-aire, 


cr = tableau (72 — 7r', r)-aire. 
D, ne rencontre pas À,, ou { — o. Encore |d.| = o. D. est 
donnée par le système 
z—#r[{]=0, — Yr = d;!cxr. 
73. Prenons 
A5, donnée par le système £ + uç[3]—=o, 
D:, » A A CO 
Cherchons les solutions communes aux deux systèmes. On a 
OR us Pré, CUS) 
0—=23—+ us s]| = (er r + us) [3|]: 


Comme D, et À, ne se rencontrent pas, la seule solution com- 
mune est z —/{—o. 
Ainsi la (2 — r')-aire 


f Nro = Enr + Pro 
et la 7-aire 
Lee Eds 


| d65:|7<0, |'r6 | < 0. 


On démontrera comme au n° 52 que 


donnent 


les —1 
ro = Enr — Vr0c Uo: 
CE ae 
Or —=e, — Uo fra Vr 
Ugo — orllo: Vror— MroVre 
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74. On voit immédiatement que, si 


DD A]; APAIFAN 
on a 
A = (oo Geo 


Soit une matrice quelconque À = (a, «,,, &,) de G. Il est 
facile de la mettre sous forme typique. 
Prenons, en effet, les formules (1) du n° 56. Faisons-y 


39 — O, U — Xj2, P = Hi. 
Il viendra 
lot = 0) Vds 


L est sous forme typique. D’après le n° 55, 


A—®-IL®, &=( ge i 


D Con Gr 
0a o 
E— N 
0 oo 


|®|=£ o, puisque, les deux droites D[A] et A[ A] ne se ren- 
contrant pas, on à 
leo 0: 


75. Donnons-nous l'indice oc et l'indice +, c’est-à-dire choi- 
sissons À dans un groupe donné G. (corollaire IV du n°71). 
Les matrices de G,. peuvent être numérotées suivant un troi- 
sième indice y et désignées par la notation 

A cru — (Gorus Uor Pr). 
D’après le n° 74, on à 
A ru. — DS: Loru Por: 
Gp Us Een © 
(1) Do ( ) ) Loru — ( É ) ) 
= Ver Cr (Q 0 
Actu. — Vox Actu. Dr = Er + Uo Pr: 


Les matrices L.s forment un groupe L., lequel est 
isomorphe sans hémiédrie au groupe V,., r-atre, ordinaire 


ppp 


EE a 


quil, 
| ! 
Unl 
pl, 
Riot 
fl 
hl 
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(c’est-à-dire à matrices de déterminant non nul) dérivé 
esta. 

Le groupe n-aire L,. est semblable au groupe G+, la 
collinéation de similitude étant D. 


C’est ce qui résulte immédiatement des formules (1). 
76. La connaissance du groupe G est assurée dès qu’on 
possède les droites A, et D., ainsi que tous les groupes 7-aires 


ordinaires |... 
En effet, on possède alors les w,, les e., les matrices 


Oor = Er + Uo Pr) 


leSimatrices as eLentmles matnces cs 162 
Les groupes F,. sont d’ailleurs fort loin d’être indépendants 
les uns des autres. 


77. Je passe maintenant à la divisibilité des matrices 
dans G, c’est-à-dire à la résolution de l'équation 


AX = 18 ou DO 
Posons 
A (a, Oo C1) BP; Bi2 Bai) 


et désignons la matrice inconnue par 


Ë 12 
Ko (ZT; Es) é21); 

æ — matrice r-aire 

E,2— tableau (7°, 7 — r)-aire } inconnus, 


En = tableau (nr — 7, r)-aire 
Les formules du n° 45 donnent 
B— AX— (a, cs, 41) (æ, Ésn, Éas) = (a(e; + 2) ©, Éte, ny) 
ou 


PENA = (re Én1)(@; ir an) = (T(er + Era), En). 


NON INVERTIBLES. GI 
L'identification donne 


b—=a(e;+asËt)T | b=— x(e, + Éssari)a 


12 — (Bi) 1 = Pa Bis = os Bee 


Il faut donc que A et B appartiennent au même groupe h. 
(ou au même groupe g,). X doit appartenir au même groupe g, 
(ou au même groupe L.) que B. Donnons-nous le groupe 4, 
(ou le groupe g,). Alors le tableau &,, (ou le tableau £,,) est 
connu ainsi que la-aire e, + &,,6,,(oular-airee, + £,,@,). 
Puisilvient 


Merci io C1) Ga 00, ou Don NC = EE Cr 0)ece 


La valeur ainsi calculée de x est unique. X existe ou non 
suivant que la matrice ainsi construite figure ou manque 
dans G. D'où un théorème : 


78. TuéorÈme. — Pour que l'équation AX=B (ou 
XA = BB) soit résoluble dans G, 1l faut que À et B appar- 
liennent à un même groupe h. (ou à un méme groupe g,). 
X, si elle existe, appartient à un méme groupe g, (ou à 
un même groupe h.) que B. Il y a alors, dans chaque 
groupe h. (ou dans chaque groupe g,), une ou aucune 
solution X, laquelle, si elle existe, se construit par un 
procédé univoque. 


79. Voilà un exemple des éventualités signalées au n° 16. 
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CHAPITRE VIT. 


CONSTRUCTION DES GROUPES QUI SE CONFONDENT 
AVEC LEUR NOYAU. 


80. Approfondissons les relations mutuelles des groupes L. 
(n° 76). Soit la matrice 


Aocu = (Gorus Uos Vr)- 
Prenons la matrice r-aire correspondante 


AoTu — (er + Uo Pr) Aoru — or Aou» 
Aory. — O5+ Aorp.- 
Posons 
15 FT) T 
Aoty =\| 6 |}; Goru— | G )}, Acru——A| 


le NE [F2 


Les relations du n° 45 deviennent immédiatement, pour 
C = BA, les suivantes : la relation 
Ji Lio Ya = Par 
se traduit par 
G ü (rh 
(1) | (: | g' ( GAS 
be PANE 


en posant 
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la relation c = b(e,+ 6,,%,,)a se traduit par 


T 1. T T! 
(2) ARC GIE No 
l \ y! p” 
enfin 
T T 
(3) Ar oN = AN 
H F 


Sous le bénéfice de ces relations, on obtient 


N VE 
: 


T T 
DIR) = Calor #0 Valeo 
b pe m", 
et 
T T œil 
(4) allo) LAN) 0 ANG 
À Le p' [24 


81. On peut donc dire que le groupe TV. contient toutes 
les matrices que l'expression 


(9 T 
(5) Qt CCE AIN 
L' po” 


fournit, quand les indices 0’, 7’, w', uw” prennent toutes les 
valeurs possibles dans G. Il existe ainsi une dépendance 
mutuelle entre les groupes Fr, Lx, For. 

Rien ne permet d’affirmer qu’en général l'expression Q 
fournit toutes les matrices de [4., c’est-à-dire le groupe [”,. 
tout entier. 

Les F,. sont, en général, d'ordre infini. Pour approfondir 
la matière, 1l faudrait recourir à la théorie des ensembles, ce 
qui nous entrainerait trop loin. 

Dans le présent travail, je me borne à examiner un cas 


particulier, assez étendu du reste. 


82. J'admettrai que dans chaque groupeT,,. les matrices a 
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se disposent deux à deux comme inverses l’une de l’autre. 
Avec a figurent a-' et e,—7--aire unité = aa. 

Alors, si I. contient à la fois a et f = ab'ou d=ba;, 
I. contiendra aussi 


b—atf ou b— dat. 


Cela permet de tirer, de la relation (4) ci-dessus, diverses 
conséquences. 

Dans chaque F:., on affectera, pour e,, à l’indice y la va- 
leur zéro : 


© Æ 0 


De plus, comme w,—=+v,—0,ona 
ob C2 
83. I. La r-aire 0.. figure dans le groupe TV... 


Faisons dans (4) 


On a 
Vox = or = Oo = Er, 
e Gal 
al & |=al & |=e,. 
0 o 


Q se réduit à 0,., laquelle figure dans F;. (81). 


IL. Chaque matrice 0. figure dans chacun des 
groupes Lx. 


Faisons dans (4) w'— u'= 05’—0o. Q se réduit à la ma- 
trice 0,04, laquelle figure dans L,.. 0. y figure aussi, pour t 
quelconque, comme (n° 82) 0,{ et 0... 

Faisons dans (4) 


Cest nn à ‘| 
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Q se réduit à 0,.0,4. L. contient donc 0,:, pour 5’ quel- 
conque. 


Faisons enfin = p”= o. Q se réduit à 
0 05% 05 CPL 
laquelle figure dans [., ainsi que les autres 0, excepté 0... 


Donc 0,+ figure aussi dans [;., pour tout choix des indices 5’ 
Gi 0 CHONE ED: 


IIT. Les groupes T,. sont tous identiques. 


Dans (4) faisons w”’— o. Q devient 


05r05xa| © 5x 054. 


quelconque dans F;:. On verrait de même que F;, contient 
toutes les matrices de F;.. Les groupes Tel T;. coincident. 
Faisons dans (4) w'—o. On verrait de même que les 
groupes F,. et [. coïncident. 
F,. ne change donc pas, quand on modifie soit le premier, 
soit le second indice, et tous les [;. sont identiques. 


84. En résumé, tous les groupes T,. sont identiques à un 
groupe unique TV, lequel contient toutes les 0... 


Toute matrice a,., est donc une certaine a; 
= Teen y Cr); 
si l’on désigne par a, les matrices de F. La matrice 
dou. — Oc+ AG. 


est aussi une certaine @,, puisque 0.. figure dans F. 


Univ. DE LYON. — AUTONNE. 5 
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Tout cela mène à une proposition importante : 


Tuéorème. — Sous le bénéfice des stipulations du n° 82, 
le groupe G, de rang fixe r, a toutes ses matrices fournies 
par la formule 

(22X (Z2X Me 
(415 Uon Pr) = 
Vrai fra) 


(À 0,1, ECATE 0 An) 


où les r-aires à engendrent un groupe ordinaire V,, lequel 
contient aussi toutes les matrices 


Dr C7 Mob 


Les tableaux u,, (r, n—r)-aire, et 6, (n — r, r}-aire, ne 
sont assujellis qu'à celte condition. 


85. Supposons en particulier que G soit d’ordre fini. Il en 
sera évidemment de même pour chacun des groupes [,.. Les 
stipulations du n° 82 sont satisfaites et l’on a la proposition 
suivante : 


Taéorème. — Tout groupe G, à rang fixe r, d'ordre. 
int Q = wpq, a ses wpq matrices fournies par la formule 


(AN Uo, A) (A0) 1 0 T0 0, 10.2 Po Op ie M) 


Les w matrices à engendrent un groupe, qui contient 


les pq matrices 
OR Cr Ur. 
De plus, 


dy = Cyr; Uo = Vo == 0. 


__ 86. Si les pq expressions we. s’évanouissent, 0,,—= e,. 
Alors, si l’on pose, comme toujours, 
C—= BA, A (@, ss Gui) DCE) 


il viendra c = ba. G est isomorphe au groupe r-aire F des a. 
À une a) donnée correspondent pq matrices de Gr. 
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Du reste, cela est encore vrai dans le cas général où toutes 
les u,#, — 0, mais où G n’est plus d’ordre fini. G estisomorphe 
au groupe r-aire des matrices à, 


À = (a, CITES C1). 


87. Quand les stipulations du n° 82 ont lieu, on peut 
signaler une autre conséquence, en corrélation avec le n° 69. 

Admettons que le groupe G, qui vient d’être construit 
(théorème du n° 84), figure, comme noyau, dans un groupe 
plus vaste @. Prenons dans G, en dehors du noyau, une 
matrice À qu'on décomposera en À = t + P, comme il est 
dit au n° 36 : 


A = (a, Gi, Go, oo), E=/(0,1070;1@22), JA —(@, di, Ari). 


G contient la matrice 
: U— (e,, 0,0) 
et la matrice 
UAU — (a, 0,0). 


Donc a figure parmi les 7-aires du groupe F (n° 84). On a 
déjà vu, au n° 68, que «,, est un certain &, et «,, un certain 0.. 
Par suite, la matrice «4 a son «,,, son &,,, sa r-aire a em- 
pruntés à la formule du n° 84. 

Par conséquent, la matrice À appartient au noyau. Ou 
encore : éoule matrice de G, étrangère au noyau, s'obtient 
en ajoutant à une certaine matrice du noyau la matrice 


(9, 0, 0, 22). 
88. Il est évident qu'on obtiendra, en s'imposant @ priori 


telle ou telle sujétion, beaucoup d’autres groupes G inttres- 
sants. 


68 SUR LES GROUPES DE MATRICES LINÉAIRES 


CHAPITRE VIIL. 


PERMUTABILITÉ. 


89. Le problème général relatif à la construction des 
groupes G, pourvus d’un noyau G, à rang 7, r > 0, est assez 
vaste. Je ne l’entreprendrai pas pour le moment. 

On terminera le présent travail en traitant quelques cas 
particuliers. On les obtient en imposant à 6 certaines sujé- 
tions a priori. 


90. Soient A et B deux n-aires, avec | A| Æ o. La n-aire C 


définie par 
C— A!'BA 


ou 


(1) AC — BA 


est, comme on sait, la transformée de B par A. 

La relation (1) peut servir encore à définir la transformée C, 
même si | A| — 0. 

Seulement alors C pourra manquer ou n’être pas unique. 
C’est ce dont on s’assurera par les procédés exposés au Cha- 
pitre I. | 


91. On dira qu’un groupe H est permutable à une ma- 
trice À, dans le cas suivant : B étant prise à volonté dans H, 
H contient au moins une matrice C, telle que AC = BA. 

Le groupe H sera permutable à lui-même, s'il est permu- 
table à chacune de ses matrices. 
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92. Cherchons les groupes 6, à noyau G, qui soient per- 
mutables à eux-mêmes. 

Je dis qu'un pareil groupe G est réductible. 

Prenons à volonté dans le noyau 


15 = ((U}, Bi Ba) 


et À qu'on peut supposer toujours typique À =(a, 0,0). 
Alors, en toute hypothèse, 


C = (c; Y12» Y21 Cao); 
AC (ac, Y12) Ô) = BA (ba, 0, Bai). 


Identifiant, 
ac = ba, Y12= Bai = 0. 


Mais B est quelconque dans le noyau. L'expression générale 
des matrices du noyau est 


(b, Bio, O0); 


elles ont toutes pour D la même droite D,, ou 3 — o (n° 31). 
Prenons, dans G, hors du noyau, la matrice 


= (JE Ge Gbro dre) =) 
PAG Do1)s Q — (0, 0,0, f»). 


La droite D[$] appartient (n° 68) aussi à une certaine ma- 
trice du noyau. Donc D[$] =D, et »,,— o. L'expression 
générale des matrices de G, situées ou non dans G, est 


Î fou ) 
(o Jo 
et G est réductible. 
CHQME NID. 


93. Nous allons maintenant étudier les groupes G, où le 
noyau (x, sans être permutable à lui-même, est permutable à 
toute matrice de G, extérieure à G. 


CNET 2 
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Soient, avec nos notations habituelles, 


ae) As À Ve 
À — — (@, C2, o1, Gp) 
A; A Ho = Ja 
TNT 


une matrice prise à volonté dans G en dehors de G; 
BB 
s=(i D )-érue 


une matrice prise à volonté dans G. 
Il y aura par hypothèse, dans G, au moins une matrice 


Cu GC 
( (QE ce (c, Y125 Yu) 


telle que AC = BA. 


94. Formons et identifions les deux produits AC et BA. 
Il viendra 


A1 Cri + AC —=a(e,+ 2 Y21)C 
=B,,A;+BsoAu— b(e,+Ba)a—, 
RARE 
A1 Ci + A On = a(e, + C2 21) CV12 
= B,,A;,,+ B;,A% 
= DB A + d(e, + Bi») Goo; 
Ai Gui + A oo On = Gp Va C + O1 A(Er + Co Y21)C 
— B;, A, + BA: 
— B:, b(e, + Brian )a; 
A1 Ci + A9 Coo— Ana Yai CY19 + Ann A(Er + Ha Vas) CY12 
—=B,,A;,+ BA, 
— Bo1 0 Bio Gao + Bas D(er + Biron) Oo 


Parmi ces relations, la dernière est une conséquence des 
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précédentes. Il reste simplement 


h— ae; Eos yinc —b(e; +hira1)a, 
(0) Ê Vie = Go + AT DB; a, 


Bai = Say + Qooyai CR. 
Ces relations peuvent être simplifiées par un choix con- 
venable des coordonnées. 
95. Puisque B et C figurent toutes deux au noyau, les 
théories du Chapitre VI nous apprennent que les deux droites 


b+Bi[s]—0o, c'est-à-dire A[B], 
tale, c'est-à-dire DC 


ne se rencontrent pas. 
Introduisons la collinéation (n° 51) du Chapitre IV 


(2.5) 
= CGer 


les tableaux w et v restant provisoirement indéterminés. 
Les droites A[B] et D[C] deviennent respectivement 


Gi) [ (u+Bu)lsl+(e —Bis)[é] =o, 
= (on) [61 GS AE: 
Déterminons les deux tableaux w et s par les égalités 
= == 
cela est licite, car 
le. + uv|—=|e,;+ Bisyn|720, 


puisque A[B] et D[C] ne se rencontrent pas, et|®|-£o (n° 52). 


Les relations (1) deviennent 
(er Bi2ÿ21) MISES Ya1 Bis) [zl=0, 
c’est-à-dire, respectivement, 


10 et 210}; 
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puisque 
le, + Bioya | 0; len-r+ YaBrs| 7 0 

Si donc nous transformons, comme au Chapitre IV, tout 
le groupe 6 par la collinéation ®, qui vient d’être construite, la 
droite A[B] vient sur À,, c’est-à-dire { — o, et la droite D[C| 
vient sur D, c’est-à-dire z = o. 

Autrement dit, il est licite, par un changement convenable 
de coordonnées, de faire, dans les formules (o) du n° 94, 


. Bis = Yo 0; 
et il reste 


(2) ac = ba, Yi = io) EC, 0 
96. Si l’on écrit, comme au n° 36, À = & + P, d’où D[x] 
est définie par le système 
3 — an[t] —=0, 
et A[ 4 | l’est par le système | 


< Ê + yo [s] 0; 
les relations 
Vi2 = La et Bai = %1 


expriment simplement que 

ANCT=EAIEUE D[B]J—=D[&]. 
Or (n° 40) A[A] est située sur A[&] et D[A] contient D[]. 
Bref : 


D[B] est située sur D[A |, 
A[GC ] contient A[A]. 


Ces résultats sont évidemment projectifs et subsistent, 
quand on revient aux coordonnées générales primitives, 
c’est-à-dire des formules (2) du n° 95 aux formules (o) du 
n° 94. 


97. On a vu au n° 35 que D[A] est définie par le système 


Ufs—ai[41] =0, 
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où U est un tableau (n —7r —w,n—r)-aire, assujetti uni- 
quement à ce que, dans un espace €, ,, D[a,,] coïncide 
avec A[U|, d’où (théorème du n° 11) 

Ua — 10: 
D[B] est définie par le système 

3—fBalt]—=0o; 

comme D|B| est sur D[A|,ona 
U[Bult]—cœu[e]] = 0, 

c’est-à-dire 

(3) UB:, = Ur. 


On a vu au Chapitre V que les droites D, qui figurent aux 
matrices du noyau, sont données par les formules 


z—#[{|=0o (TOM) Hi — 0: 


B2, et &,, sont des v, choisies à volonté, et, en vertu de l’éga- 
lité (3), on a pour tout choix d'indices 7 et 7", 


(4) Ur: Ur, 


affectant l'indice + à À et «,, et l'indice 7’ à B et B,,. L’in- 
dice x’ est quelconque, mais l'indice x ne peut être choisi que 
parmi ceux qui appartiennent aux matrices À extérieures au 
noyau. 

Faisons, en particulier, 7 = 0, v,— 0; alors (4) donne 
Ure. = 0; pour tout choix de 7’, 


U;v: = 0. 


De là (théorème du n° 11), on voit que D[r,] est située 
sur AU], c’est-à-dire (n° 35) sur D[a,, |. 
Désignons par w, (p = 0, 1, ...) les différentes a,, qui 
figurent dans G et par e. les différentes ? qui figurent dans Gr. 
(4) montre que, pour tout choix des indices p et, D[e.] 
est située sur D[w, |. 
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98. Nommons, dans un espace €, ,, #, de classe k et de 
degré n —r—k, la droite commune aux diverses droites 
D[w,]. Prenons une matrice (n — r)-aire K assujettie uni- 


_ quement à ce que 
8 —DIK]|. 


Chaque droite D[w,] contient #; donc (théorème du 
n° Î4) 


(5) K=—=w,po, Pp= matrice (7 — r)-aire. 


Chacune des droites D[v.] est contenue dans chacune des 
droites D[w, | et située par suite sur  — D] K |. Encore, par 
le théorème du n° 14, 


(6) = Ke gr = tableau (n — r,r)-aire, 
ou, eu égard à la formule (5) 
Pr = WpPoQre 


99. Prenons maintenant à volonté dans G et en dehors du 
noyau G deux matrices A et B et leur produit C = BA. Les 
formules (o) du n° 44 fournissent notamment 


Yai= Bai + Oo An (DO) 1. 


B,, et ÿ,, sont des v, et sont de la forme K.... Donc la droite 
de l’espace €, , 


DT: 21 (b0)T 1] = D[ bc] = D{y1— Bi] 
est contenue dans la droite À — D[K|]. Il vient encore 
boan—KkK...: 


b,, est une certaine w,, d’ailleurs choisie à volonté; «,, est 
un certain ?. choisi aussi à volonté, et, pour tout choix d’in- 
dices p et, 


(n) Mo: = KA, hpr= tableau (7 — r,r)-aire. 


100. Reprenons les variables 4 etz dun°31.L’espaceŒ, ,, 


F 
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des droites D[w,], est le lieu du point z, ayant les z,, 3,, ..., 
Z,-r pour coordonnées. | 

Il est licite (n° 48) de transformer le groupe @ par la colli- 
néation 


S re) 
|| ï ): Ses ei 


O  S 


c’est-à-dire d'effectuer sur les 3 la collinéation (7 — r )-aire 
arbitraire S,,. On disposera de S,, de façon que, dans l’es- 
pace €, ,, la droite fi — D[K] (n° 98) de classe Æ soit 
donnée par les équations 


Alors la matrice (n — r)-aire K aura ses X dernières lignes 
nulles, c’est-à-dire composées de zéros. Il en sera de même 
pour tout tableau de la forme K..., notamment pour les v.. 
Toute matrice B du noyau G, 


B—(b, Bis, Bu) = ( Je 0e 


aura ses X dernières lignes nulles, car B,, est un », et G,, b ou 
62,6, B,, sont de la forme K..… 


On écrira pour exprimer cette propriété 


He n—r—k 
Te — ! 
“Ai 0 k 
F 


La relation (7) du n° 99, pour 


A oi M p12 n—k—7r 
Wp = À 
Woo1 W 022 


kr. K 


de © 
RE ERA 
Won Ur © 


(8) Woo Ur = 0. 


donne 


et 
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101. Prenons enfin à volonté dans 6, en dehors du noyau, 


la matrice 
NE 7 2) 


On pourra écrire 


A— Ur nee Le RE — 
0 po Done k 
ON D TN 


102. Nous sommes maintenant à même de formuler un 
théorème qui résume la présente discussion depuis le n° 93 : 


Tuéorème. — Soit G un groupe n-naire, lequel admet un 
noyau G de rang r. Le noyau est permutable à toute ma- 
trice de G qui lui est extérieure. Alors les matrices de G 
peuvent se melire sous la forme 


|A|<o, As — 0. 
Les relations À;, = À,, = o donnent le noyau. 


Montrons qu’on a eflectivement ainsi un groupe. 
Soient, en effet, dans G, 


An nt | 
RES VAN 


Il viendra 
Ci Bi Ai + Bo An + BA = BA, 


puisque 
À: — Dan == (0); 
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Mais (n° 101) 
B5—= Pp21) A1 = Ur, 


B32 An = Won ür= Cy = 0 


en vertu de la relation (8). 
IL va sans dire que les A,,,..., AÀ,, sont encore assujetties 
à d’autres relations qui proviennent de leur origine, car 


A—(G; &yo, Hoi» Ga2) == (+ -., =, r) W0), 


103. Je ne poursuivrai pas davantage la construction effec- 
tive du groupe G. Il semble, en effet, difficile de le faire sans 
introduire de nouvelles hypothèses, qui restreignent la géné- 
ralité soit de @, soit du noyau G. Je terminerai donc le pré- 
sent travail par quelques brèves remarques. 


104. Reprenons les formules (o) du n° 94. Dans quelles 
mesures définissent-elles la transformée (n° 90) C de B 
par A? 

À et B étant choisies, À doit être supposée connue. La rela- 
tion 

Yi2 = Lo + R ABB, a 
donne sans ambiguïté le groupe g, (n° 72) de G, où figure C. 
Pour déterminer les deux tableaux inconnus c, matrice r-aire, 
et ÿ,,, qui est (7 — r, r)-aire, on a les deux relations 


h=—a(e,;+ is Y21)C; (Bai — Guy) = Gp VaC, 


lesquelles admettent un nombre illimité de solutions (au 
moins une par hypothèse). 

Il y a là un assez vaste champ de recherches suivant des 
propriétés qu’on peut attribuer a priort à C. 

Par exemple, on admettra, par hypothèse, que, pour A 
et B données, C est unique et bien déterminée, ou bien encore 
que, pour À et C données, B est unique et bien déterminée. 
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105. Comme (n° 96) la droite D[A] contient la droite DB], 
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tandis que A[C] contient A[A], les théorèmes des n°° 14 et 15 


montrent que 
BA; C = MA, 


L, M — matrice n-aire. 


La relation AC — BA prend la forme plus symétrique 
AMA — ALA ou A(L—M)A—eo. 


Désignons par 
A, (Che) 


les différentes matrices de G extérieures au noyau, et par 


B,, (re ©; 1, 00) 


les différentes matrices du noyau. On aura, pour tout choix 


des indices / et mn, 
Be A. ..e ‘ 


Soit dans l’espace €,, b, de classe g, la droite intersection des 
diverses D[A,]. Formons une matrice 7-aire H, telle que 


DEDEnIS 
on aura évidemment 


H= ND Br—Hg, 


(Pr Im — Matrice n-cire). 


On relierait facilément la présente théorie à la discussion 


Cesar 7 0 (ie 


(1) Achevant de corriger les épreuves (février 1909), je recois de 
M. Arthur Ranum un travail (V, /ndex) qui a quelques points de contact 
avec le présent Mémoire. M. Ranum étudie aussi les groupes G;, à rang 
fixe 7, formés de matrices À singulières (ou non invertibles). Il donne 
(mon n° 66; ma Note des Comptes rendus du 5 novembre 1906) les 
conditions auxquelles satisfait une À, mais aussitôt il passe aux matrices B, 
qui, sans appartenir à G,, ont une de leurs puissances contenue dans G,.. 
Ce dernier problème, d’ailleurs fort intéressant, est tout à fait en dehors 
de mes présentes recherches. 


1 MAX. 1909 
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41820 PARIS. — IMPRIMERIE GAUTHIER-VILLARS, 


Quai des Grands-Augustins, 55. 


ritiques sur quelques Traductions allemandes 
poèmes français au moyen âge, par J. Fir- 
y, professeur de Littérature étrangère à l'Uni- 
ersité de Lyon. (II, Fasc. 8) . . . . 5 fr. 
musée de l’Acropole d'Athènes. — Écudes sur la 
Sculptureen Attique avant la ruine de l'Acro- 
pole lors de l'invasion de Xerxes, par Heuri 
LeécAT, ancien membre de l'Ecole d’Athenes, 
Chargé de cours à l'Université de Lyon, 
avec Alfisgures dans le texte et 3 planches hors 
te (II, Fasc, 10). (Epuisé) . . . . 8 fr. 
militaires de Rome. Les Enseignes, par 
Gh. RENEL, professeur adjoint à la Faculté des 
Lettres de Lyon. avec 61 gravures dans le texte. 
MF aSC 112), : .… . : 7 fr. 50 


Sophocle:. — Etude sur les ressorts dramatiques de 
son-théâtre et la composition de ses tragédies, 
par F, ArLèGre, professeur à l'Université de 


MU Z:c. 15) 0. . . . . . Sfr. 


Ernest LEROUX, 28, rue Bonaparte. 


pnétique historique et comparée du sanscrit et 
“duzend, par P. REGNAUD, professeur à la Faculté 
es Lettres. (Fasc. 19) . . . , . 5 fr. 
Pévolution d’un Mythe. Acçvins et Dioscures, par 

Charles RENEL, maître de conférences à la Faculté 
es Leitres de Besancon. (Fasc. 24) . . 6 fr. 
svédiques et post-védiques, par Paul REGNAUD, 
fesseur de sanscrit et de grammaire comparée 
Université de Lyon.(Fasc. 38). . "7 fr. 50 
atiya-Natya-Çastram, Traité de Bharata sur le 
éalre, texte sanscrit, avec les variantes tirées 
quatre manuscrits, une table analytique et des 
sparJoanny GRosser, ancien boursier d’études 
es la Faculté des Lettres. (Fasc. 40). A5 fr. 
rches sur l’Origine de l’Idée de Dieu, d’après le 
Wéda, par A. Guéainor, docteur és lettres. 
Fo EN ESESn 7 fr. 50 
ionnaire étymologique du latin, et du grec dans 
rapports avec le latin. d'après la méthode 
utionniste (Linguistique indo-européenne 
pliquée), par Paul REGNAUD, professeur de 
iscrit et de Grammaire comparée à l'Univer- 
sité de Lyon. (II, Fasc. 19) 40 fr. 


GAUTHIER-VILLARS, 55, quai Gds-Augustins. 


ua théorie des équations différentielles du 
premier ordre et du premier degré, par Léon 
\UTONNE, ingénieur des Ponts et Chaussées, chargé 

urs à la Faculté des Sciences. (Fasc 6) 9 fr. 
ïerches sur l'équation personnelle dans les 
IServations astronomiques de passages, par 
RP GONNessIAT, aide-Astronome à l'Observatoire, 
Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté 
Sciences. (Fasc. 7). . . : 5 fr. 
ierches sur quelques dérivés surchlorés du 
phénol et. du benzène, par Etienne BarRaL, prof. 
gé à la Faculté de médecine.(Fasc. 17) 5 fr. 
areprésentation des courbes gauches algé- 
ues, par L. AUTONNE, ingénieur des Ponts et 
aussées, maître de conférences à la Faculté 
Sciences. (Fasc. 20) . . 3 fr. 
Je. résidu électrique des condensateurs, par 
HOULIEVIGUE, maîlre de confér. à la Faculté 
Sciences. (Fasc. 32). . 3 fr. 
se d’aldéhydes et d’acétones dans la série du 
aphtalène au moyen du chlorure d'aluminium, par 
Rousse, docteur ès sciences, chef des trav. 
mie génér. à la Faculté des Sciences, 
Le et GET, 
rches expérimentales sur quelques actino- 
res électro-chimiques, par H. RiGoLLor, doc 
ès sciences, chef des travaux de physique à 
la Faculté des Sciences. (Fasc. 29). . . Sfr 


De la constitution des alcaloïdes végétaux, par 
X. Causse, docteur ès sciences, chef des Travaux 
de Chimie organique à la Faculté de Médecine 
de l'Université de Lyon. (1, Fusc. 2) . 3 fr. 

Etude sur les occultations d'amas d’étoiles par la 
lune, avec un catalogue normal des pléiades, par 
Joanny LagruLA, docteur és sciences, préparateur 
d'astronomie à Ja Faculté des Sciences de Lyon. 
(I, Fasc, 5) . ee 5 fr. 

Sur les combinaisons organomagnésiennes mixtes et 
leur application à des synthèses d’acides, d’al- 
cools et d'hydrocarbures, par Victor GriGNARo, 
docteur ès sciences. (I, Fasc. 6) . . 8 fr. 50 

Sur la décomposition d’une substitution linéaire, réelle 
et orthogonale en un produit d'inversions, par Léon 
AUTONNE, ingénieur des Ponts et Chaussées, maître 
de conférences de mathématiques à l'Université 
de Lyon. (1, Fasc. 12) TT re 6 fr. 

Quelques considérations sur Les groupes d’ordre fini 
et les groupes finis continus, par Le Vavasseur, 
maître de conférences de mathématiques à la Fa- 
culté des Sciences de l’Université de Lyon. (1, 
OS CLONES TR Re nn MES Te 

Sur les Formes mixtes, par Léon AUroNNE, Ingé- 
nieur des Ponts et chaussées, Maître de Confé- 
rences de Mathématiques à la Faculté des Sciences 
de l'Uuiversité de Lyon. (I, Fasc. 16). 8 fr. 

Recherches expérimentales sur les contacts liquides, 
par A.-M. CæAnoz, docteur ès sciences physiques, 
docteur .en médecine, ex-préparateur de Physique 
à la Faculté des Sciences de Lyon, chef des Tra- 
vaux de Physique à Ja Facullé de Médecine et de 
Pharmacie de Lyou (I, Fasc. 18). . . . 5 fr. 

Quelques démonstrations relatives à la théorie des 
nombres entiers complexes cubiques. — Pro- 
priélés de groupes d'ordre fini, par Raymond 
LE VAvasseuR: professeur à la Faculté des Scien- 
ces de l’Université de Lyon (I. Fasc. 21). 3 fr. 

Sur les Groupes de matrices linéaires non invertibles, 
par Léo AuTonne, Ingénieur en Chef des Ponts 
et Chaussées, Professeur-adjoint honoraire à la 
Faculté des Sciences de l'Université de Lyon. 
( Fasc. 25) c 5 fr. 


J.-B. BAILLIÈRE et Fils, 19, rae Hautefeuille. 


Recherches anatomiques et expérimentales sur la 
métamorphose des Amphibiens anoures, par 
E. BATAILLON, professeur à la Faculté des Scien- 
ces de l'Université de Dijon. avec 6 pl. hors 
terie Us CO) pee DEN ESENRTRE 4 fr. 

Anatomie et Physiologie comparées de la Pholade 
dactyle. Structure, locomotion, tact, olfaction, 
gustation, action dermatoptique, photogénie, avec 
une théorie générale des sensations, par le 
Dr Raphaël Dugors, professeur à la Faculté des 
Sciences, 68 fig. dans le texte et 15 pl. hors 
texte CROSCNO)E ROME 48 fr. 

Sur le pneumogastrique des oiseaux, par E. Cou- 
VREUR, docteur ès sciences, chef des travaux de 
physiologie à la Faculté des Sciences, avec 5 pl. 
hors texte et 40 fig. dans le texte (Fasc. 4). Æ fr. 

Recherches sur la valeur morphologique des ap- 
pendices superstaminaux de la fleur des Aris- 
toloches, par Mle A. Mayoux, élève de la Faculté 
des Sciences, avec 3 pl. horstexte. (Fusc. 5). & fr. 

Etude stratigraphique sur le Jurassique inférieur du 
Jura méridional, par Attale Rice, docteur ès 
sciences, chef des travaux de géologie, 2 pl. hors 
textentrusceZO) RU. te DAT 

Etude expérimentale sur les propriétés attribuées à 
la tuberculine de M. Koch, faite au laboratoire de 
médecine expérimentale et comparée de la Faculté 
de Médecine, par M. le professeur ARLOING, M. le 
D: Roner, agrégé, et M. le D'CourMonr, agrégé, 
avec 4 planches en couleurs. (Fasc. 11). 410 fr. 


= 


Histologie comparée des Ebénacées dans ses rap- 
ports avec la Morphologie et l’histoire généalogique 
de ces plantes, par Paul PARMENTIER, professeur 
de l'Université, avec 4 planches hors texte. 
(HaSC 12). RER Er RE nE Re & fr. 

Recherches sur la production et la localisation du 
Tanin chez les fruits comestibles fournis par la 
famille des Pomacées, par Mile A. Mayoux, élève 
de la Faculté des Sciences, 2 planches hors texte. 
CHOSCALS) TRE CR CRUE AE 

Etude surle Bilharzia hæmatobia et la Bifnarziose, 
par M. Lorrer, doyen dela Faculté de médecine, 
et M. VIALLETON, professeur à la Faculté de mé- 
decine de l’Université de Montpellier, 8 plan- 
ches hors texte et 8 figures dans le texte. 
(HS LC) RENE TIENNE Re 40 fr. 

Monographie de la Faune lacustre de l'Eocène 
moyen, par Frédéric Roman, docteur ès sciences, 
préparat. de géologie à l’Université de Lyon,avec 
3 fig. et3 pl. hors texte. (I, Masc. 1er) 5 fr. 

Etudes sur le Polymorphisme des Champignons, in- 
fluence du milieu,par Jean BeAUvVERIE, docteur ès 
sciences, prépar. de botan. Faculté des Sciences de 
Lyon, avec Togr. dansletexte.{(l, Fasc. 3). 7 fr.50 


L'Homme quaternaire dans le Bassin du Rhône, 


Etude géologique et anthropologique, par 
Ernest CHANTRE, docteur ès sciences, sous- 


directeur du Muséum, avec 74 figures dans le 
texte (le rasc A4) NRC APN IC 6 re 


La Botanique à Lyon avant la Révolution et l’histoire 
du Jardin botanique municipal de cette ville, par 
M. GÉRARD, professeur à la Faculté des Sciences, 
avec 9 fig. dans le texte el 1 pl. hors texte. 
CHGSCPOS) RER Peu 3 fr. 50 


Physiologie comparée de la Marmotte,par le Dr Ra- 
phaël Dugois, professeur à la Faculté des Sciences. 
avec 119 figures et 125 planches hors texte, 
(HASCRE D) ERPERE ee : 15 fr. 


Etudes sur les terrains tertiaires du Dauphiné, de 
la Savoie, et de la Suisse occidentale, par 
H. DouxaMr, docteur ès sciences, professeur au 
Lycée de Lyon, avec 6 planches hors texte et 
SL MERE CRC AU) ot MANN OUTE 


Recherches physiologiques sur l'appareil respiratoire 
des oiseaux, par J.-M. Soum, docteur ès sciences, 
professeur au Lycée de Bordeaux, avec 40 figures 
dans le texte. (Fasc. 28) +. . 3 fr. 50 


Résultats scientifiques de la campagne du « Caudan» 
dans le golfe de Gascogne (août-septembre 1895), 
par R. KœuLer, professeur de zoologie à la 
Faculté des Sciences. (Fasc. 26). 


Fascicule I. 1 vol. in-8° avec 6 pl. . LOT. 
Fascicule II. 1 vol. in-80 avec 11 pl. . 6fr. 
Fascicule III. 1 vol. in-8° avec 21 pl. . 20 fr. 


Anatomie pathologique du système lymphatique 
dans la sphère des néoplasmes malins, par le 
Dr C. Recaup, chef des travaux, et le Dr K, Bar- 
JON, préparateur d'anatomie générale et d'histo- 
logie à la Faculté de médecine (Mémoire couronné 
par l'Académie de médecine), avec 4 pl. hors 
texte. (asc. 33) . Ptit ee ile 0 UD Sn 

Recherches stratigraphiques et paléontologiques 
dans le Bas-Languedoc, par Frédéric RoMmaAN, 
docteur ès sciences, préparateur de géologie à Ja 
Faculté, avec 40 figures dans le texte et 9 plan- 
ches hors texte. (Fasc. 34). 8 fr. 


Etude du champ électrique de l’atmosphère, par 
Georges Le CApxr, docteur ès sciences, assistant 
à l'Observatoire de Lyon, 3 fig. eb 10 pl. dans le 
PEREAMUUEC TO) 7 Date tante Ne rar lo niOir: 
Les Formes épitoques et l’Evolution des Cirratuliens 
par Maurice CauLLERY, maître de confér. à la 
Faculté des Sciences, et Félix MEsniz, chef de 


Lyon. — Imprimerie À, REY, 4, ruo Gentil — 49106. 


Laboratoire à l’Institut Pasteur, 6 pl. hors texte 
(Fasc. 39). . 
Etude géologique et paléontologique du Carbonifère 
inférieur du Mâconnais, par A. VArFFIER, docteui 
en médecine et docteur és sciences, avec 11 figures 
et 12 planches hors texte. (I, Fasc. 7). . 8 
Contributions à l’Embryologie des Nématodes, pz 
A. ConTE, docteur ès sciences, prépar. de Zoi 
jogie à l'Université de Lyon. (I, Fasc. 8). 5 
Contributions à l’étude des larves et des métamor 
phoses des diptères, par GC. Vaney, docteur.es 
sciences, agrégé des sciences naturelles, chef des 
travaux de Zoologie à l'Université de Lyon 
(TL, Fasc! 9) 2585 PRE ER RER 
Contribution à l’étude de la classe des Nymphéinées: 
par J.-B.-J. CairFLor, docteur ès sciences natus 
relles, licencié ès sciences physiques, chef des 
Travaux de Botanique à la Faculté des sciences 
sous-directeur du Jardin botanique de la Viile, 
214 figures dans le texte. (1, Fasc. 10). "7 fr. 50 
Monographie géologique et paléontologique des Cor 
bières orientales, par Louis DonciEux, docteun 
ès sciences, Collaborateur auxiliaire au service de 
la carte géologique de France, avec 69 figures] 
dans le texte, 7 planches hors texte et une carte 
géologique. (I, Fasc. 11) : … . . . 8 fr. 
Contribution à l’étude des composés diazoamidés, par 
Louis MEuNIER, docteur ès sciences, chef des tra 
vaux de chimie à la Faculté des sciences de l'Unx 
versité de Lyon. (I, Fasc. 13) . . . 5 fn 


Etude stratigraphique et paléontologique sur Ja 
Zone à Lioceras concavum du Mont d'Or lyonnais 
par Attale Ricme, docteur ès sciences, chargé 
d'un cours complémentaire de Géologie à la Ras 
culté des sciences de l'Université de Lyon, ave 
7 figures dans le texte et 11 planches hors texte 
(I, Fasc. 14). . 7 fr. 50 


Catalogue descriptif des Fossiles nummulitiques de 
l'Aude et de l'Hérault — PREMIÈRE PARTIE 
Montagne Noire et Minervois, par Louis DoNciEux 
docteur ès sciences, préparateur-adjoint au La: 
boratoire de géologie de la Faculté des science 
de Lyon ; en collaboration avec MM. J. MrQuEI 
et J. LamBerr, avec 3 figures dans le texte @ 
5 planches hors texte (I, Fasc. 17) . . 6 fn 


DeuxIÈME PARTIE (fasc. 1) Corbières septentrio 
nales, par Louis Doncreux, docteur ès Sciences! 
préparateur-adjoint au Laboratoire de Geologie 
la Faculté des Sciences de Lyon; en collaboratiot 
avec M. Maurice LeRIcHE, maître de Conférence 
de Géologie à l'Université de Lille, avec 1 fig 
dans le texte et 13 planches hors texte. I, F& 
PPDA MOUSE LL NET 


Minéralogie des départements du Rhône et de la Loire 
par Ferdinand GonNarp, ingénieur des Artse 
Manufactures, avec 31 figures intercalées dan 
le texte. (1, Fascicule 19) RNCS 

Recherches sur l’anatomie comparée et le dévelop 
pement des Ixodidés, par Amédée BonNer, docteu 
ès sciences, préparateur de zoologie à la Facult 
des Sciences de l'Universite de Lyon, avec A] 
fisures dans le texte et 6 planches hors te 
(LS Hasc ED) PER kr, 


Les Oiseaux des phosphorites du Quercy, par C 
GaiLLarp, docteur es sciences, chef des travail 
au Muséum de Lyon, avec 37 figures dans le texk 
et 8 planches hors texte (I, Fasc. 23). . 6 


Etude des Mammifères miocènes des Sables de I 
léanais et des Faluns de la Touraine, par le D: Lu 
cien Mayer, ancien interne des Hôpitaux de Lyoi 

docteur en médecine, docteur ès sciences, avé 

100 figures dans le texte et 12 planches horstex! 


counrenant 184 figures. (I, Fasc. 24) . 40M 


. . . . . . . . 


